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xResumo
As provas da OBMEP - Olimp´ıada Brasileira de Matema´tica das Escolas Pu´blicas – apre-
sentam um grau de dificuldade elevado para a maioria dos alunos da rede pu´blica. Ale´m
disso, nota-se tambe´m a falta de habilidade do professor em preparar os alunos para esse
tipo de avaliac¸a˜o. Diante de toda essa problema´tica, dois professores de uma escola pu´-
blica do munic´ıpio de Serra – ES desenvolveram a proposta, aqui apresentada, de treino
ol´ımpico composto por sequeˆncias dida´ticas com um desenvolvimento teo´rico contextua-
lizado, seguido de uma lista de problemas ja´ utilizados em provas da OBMEP.
Palavras-chave: OBMEP, rede pu´blica, sequeˆncias dida´ticas, problemas, matema´tica.
xi
Abstract
Exams of OBMEP - Brazilian Mathematical Olympiad Public Schools - presents a high
degree of difficulty for most public school students. In addition, there is also the lack of
teacher’s ability to prepare students for this type of exams. Faced with all this problem,
two teachers of a public school at the city of Serra - ES developed a Olympic training
proposal, here presented, consisting of didactic sequences with a contextualidez theoreti-
cal development, followed by a list of problems of OBMEP exams.
Keywords: OBMEP, public education, teaching sequences, problems, mathematics
Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A Olimp´ıada Brasileira de Matema´tica das Escolas Pu´blicas (OBMEP) e´ um programa
promovido pelo Ministe´rio da Educac¸a˜o e Ministe´rio de Cieˆncia e Tecnologia em parce-
ria com o Instituto de Matema´tica Pura e Aplicada (IMPA) e a Sociedade Brasileira de
Matema´tica. Podem participar dessa olimp´ıada os estudantes da rede pu´blica matricula-
dos do 6o ao 9o do Ensino Fundamental, e tambe´m os estudantes do Ensino Me´dio. Os
alunos do Ensino Fundamental sa˜o separados em dois n´ıveis diferentes, de acordo com a
se´rie cursada, e os alunos do Ensino Me´dio realizam a mesma prova independentemente
da se´rie. Os quatro mil e quinhentos medalhistas participam do Programa de Iniciac¸a˜o
Cient´ıfica (PIC) com bolsa do CNPq e com durac¸a˜o de um ano.
A primeira OBMEP aconteceu em 2005, e desde enta˜o o nu´mero de participantes
vem aumentando a cada ano que se passa. “Os objetivos da OBMEP sa˜o promover o
estudo de Matema´tica entre alunos das escolas pu´blicas, contribuir para a melhoria da
qualidade da Educac¸a˜o Ba´sica e identificar jovens talentos, entre outros”[1].
Cada escola inscrita recebe o material para a divulgac¸a˜o da Olimp´ıada e tambe´m
o Banco de Questo˜es com problemas e desafios matema´ticos para auxiliar na preparac¸a˜o
dos alunos para a avaliac¸a˜o.
Segundo Druck (2011) em [2], tanto alunos quanto professores acham o material
dida´tico importante, na˜o apenas para a preparac¸a˜o para a olimp´ıada, mas tambe´m para a
pra´tica em sala de aula. Ale´m disso, apenas 3% dos gestores afirmaram que os professores
na˜o utilizam o material. No entanto, nessa mesma pesquisa, todos os gestores partilham da
opinia˜o de que a prova apresenta um grau de dificuldade muito elevado quando comparado
com o n´ıvel de ensino-aprendizagem de matema´tica nas escolas pu´blicas.
2“Sobre os professores, 59% reconhecem ter realizado alguma alterac¸a˜o real em suas
pra´ticas de ensino por causa da Olimp´ıada, como, por exemplo, a elaborac¸a˜o das provas,
a visa˜o da matema´tica, e o gosto pela matema´tica” [2]. Diante destas questo˜es levantadas,
e´ necessa´rio verificar e experimentar o que, de fato, pode auxiliar os alunos na preparac¸a˜o
para a Olimp´ıada Brasileira de Matema´tica das Escolas Pu´blicas.
1.1 Justificativa e importaˆncia do trabalho
O tema deste estudo foi escolhido por mim e pela professora Drielly Valvassori Stocco,
apo´s a aplicac¸a˜o da 1a fase da OBMEP na escola em que lecionamos. Na ocasia˜o foi feita
uma reflexa˜o acerca dos resultados alcanc¸ados pelos alunos na avaliac¸a˜o, em que perce-
bemos que na˜o existe motivac¸a˜o e preparac¸a˜o para a realizac¸a˜o da atividade proposta.
Ale´m disso, observamos que a frequeˆncia e´ reduzida no dia da prova, fato que gera um
desperd´ıcio de material que e´ enviado para a escola.
Diante dessa problema´tica, no´s iremos propor um treinamento ol´ımpico que sera´
desenvolvido atrave´s de sequeˆncias dida´ticas que sera˜o constru´ıdas a partir do material
que e´ fornecido pela OBMEP. Os conteu´dos escolhidos foram:
• Introduc¸a˜o a` Lo´gica Matema´tica;
• Aritme´tica;
• A´lgebra: Equac¸o˜es de 1o e 2o Graus e Sistemas de Equac¸o˜es com Duas Inco´gnitas;
• Me´todos de Contagem;
• Probabilidade;
• Geometria: Aˆngulos, Teorema de Pita´goras e A´reas de Figuras Planas.
Os conteu´dos foram divididos entre os dois professores envolvidos no projeto, de
modo que cada um apresentara´ as suas sequeˆncias dida´ticas. Vale ressaltar que os conteu´-
dos escolhidos na˜o contemplam todo o assunto que e´ abordado na OBMEP. Dessa forma.
outras sequeˆncias podem ser pensadas como complemento desse treinamento ol´ımpico.
O to´pico de“Introduc¸a˜o a` Lo´gica Matema´tica”sera´ abordado pelos dois professores
em seus trabalhos individuais, visto que trata-se de um assunto que na˜o e´ abordado
3no curr´ıculo do Ensino Fundamental e Me´dio, ale´m de ser fundamental para um bom
desenvolvimento das avaliac¸o˜es propostas pela OBMEP.
Com essas sequeˆncias queremos melhorar o desempenho dos alunos na Olimp´ıada,
ale´m de elevar o n´ıvel de ensino-aprendizagem da Matema´tica em sala de aula. Todo o
material que sera´ apresentado tera´ como pu´blico-alvo os alunos do Ensino Me´dio da rede
pu´blica.
1.2 Objetivos do trabalho
Os objetivos deste trabalho sa˜o:
• Gerais:
– Elaborar propostas para o ensino de Matema´tica com a utilizac¸a˜o do material
disponibilizado no site da OBMEP;
– Estimular a participac¸a˜o dos alunos na OBMEP;
– Propor sequeˆncias dida´ticas que desenvolvam o racioc´ınio lo´gico dos alunos, de
forma que eles se sintam preparados para disputar a OBMEP.
– Estimular o interesse dos alunos pela disciplina de Matema´tica.
• Espec´ıficos:
– Revisar conceitos de Lo´gica, A´lgebra, Combinato´ria, Probabilidade e Geome-
tria Plana;
– Desenvolver me´todos de resoluc¸a˜o de problemas;
– Contribuir para uma integrac¸a˜o entre a Matema´tica de sala de aula e a Mate-
ma´tica da OBMEP;
– Proporcionar reflexo˜es e questionamentos sobre importantes aspectos da Ma-
tema´tica.
1.3 Metodologia do trabalho
Em relac¸a˜o a` metodologia sera˜o apresentadas duas situac¸o˜es: a metodologia que podera´
ser adotada pelo professor em sala de aula na aplicac¸a˜o das sequeˆncias dida´ticas, e a
4metodologia do trabalho da dissertac¸a˜o.
A metodologia para a aplicac¸a˜o das sequeˆncias dida´ticas podera´ ser desenvolvida
em treˆs etapas, mas vale lembrar que essa e´ apenas uma sugesta˜o, podendo o professor
adequar de acordo com a sua realidade.
As sequeˆncias dida´ticas aqui propostas sera˜o compostas de material teo´rico con-
textualizado, utilizando uma linguagem mais popular e menos cient´ıfica, sem deixar de
trabalhar o rigor da matema´tica, mas com o objetivo de aproximar ainda mais o aluno
da disciplina em questa˜o. Para a composic¸a˜o desse material teo´rico sera˜o utilizadas as
apostilas do PIC 2012 disponibilizadas no site da OBMEP, livros da Colec¸a˜o do Professor
de Matema´tica da SBM, ale´m de livros dida´ticos.
Juntamente com o material teo´rico sera˜o disponibilizadas, como sugesta˜o, listas
com problemas, de acordo com cada assunto abordado, e os mesmos sera˜o retirados de
provas anteriores tambe´m disponibilizadas no site da OBMEP.
Cada sequeˆncia dida´tica foi pensada para treˆs horas-aula e para ser desenvolvida em
treˆs momentos. O primeiro momento deve ser para orientac¸a˜o geral da tarefa, e tambe´m
para o desenvolvimento teo´rico proposto. E´ interessante que o professor converse com o
seu aluno para conhecer o que ele sabe e pensa sobre o assunto abordado. No segundo
momento os alunos comec¸am a desenvolver os problemas propostos, individualmente ou
em duplas, e o professor atua como motivador e questionador, sem apresentar respostas
prontas, provocando apenas reflexo˜es que possam levar o aluno a` soluc¸a˜o procurada.
No terceiro momento, cada aluno ou dupla podera´ compartilhar com a turma as
suas ideias e soluc¸o˜es. Nessa etapa o professor na˜o deve apenas avaliar os resultados
encontrados, mas motivar discusso˜es que conduzam para o resultado correto. Agindo
assim, o professor motiva a participac¸a˜o e destaca a criatividade de cada aluno, mostrando
que ele e´ capaz de desenvolver os problemas propostos pela OBMEP.
A metodologia do trabalho sera´ a da Engenharia Dida´tica, que tem suas carac-
ter´ısticas destacadas por Miche`le Artigue. Segundo Artigue (1996), citado por Andrade
(2011) em [3], este me´todo possui quatro fases:
1. Ana´lises pre´vias;
2. Construc¸a˜o e ana´lise a priori das situac¸o˜es dida´ticas;
3. Experimentac¸a˜o;
4. Ana´lise a posteriori e validac¸a˜o.
Ale´m da ana´lise feita sobre as sequeˆncias dida´ticas, sera´ aplicado um questiona´rio
para verificar o que os alunos realmente pensam sobre a avaliac¸a˜o da OBMEP e, logo em
seguida, sera˜o submetidos a dois testes. Esses dois testes sera˜o compostos por questo˜es de
olimp´ıadas ja´ realizadas. Um abordara´ apenas as questo˜es da primeira fase da OBMEP,
ou seja, questo˜es objetivas; e o outro teste abordara´ apenas questo˜es da segunda fase
da OBMEP, ou seja, questo˜es discursivas. Tudo isso com o objetivo de diagnosticar a
situac¸a˜o dos alunos em relac¸a˜o a`s etapas da OBMEP.
1.4 Estrutura da dissertac¸a˜o
No cap´ıtulo 1 e´ apresentado um breve histo´rico da OBMEP com alguns dados encontrados
em outras pesquisas sobre a aplicac¸a˜o da olimp´ıada. As informac¸o˜es apresentadas nesse
primeiro cap´ıtulo podem ser aprofundadas numa consulta ao site da OBMEP. Ale´m disso,
apresentamos a justificativa e importaˆncia do trabalho, a metodologia utilizada e os obje-
tivos gerais e espec´ıficos. Apresentamos tambe´m uma ana´lise dos dados coletados atrave´s
de um diagno´stico feito atrave´s de um questiona´rio e da aplicac¸a˜o de provas diagno´sticas,
dados estes que justificam a importaˆncia dessa pesquisa.
O cap´ıtulo 2 traz uma breve apresentac¸a˜o teo´rica sobre a Resoluc¸a˜o de Problemas,
visto que durante a pesquisa faz-se necessa´ria a discussa˜o com os alunos sobre tal assunto.
Nele tambe´m esta˜o as sequeˆncias dida´ticas propostas. No total sa˜o quatro sequeˆncias com
assuntos bem definidos de fa´cil entendimento para o leitor.
No cap´ıtulo 3 e´ feita a ana´lise a priori e a posteriori de cada uma dos problemas
abordados nas sequeˆncias dida´ticas. O cap´ıtulo traz questo˜es resolvidas por alguns alunos
envolvidos no treino ol´ımpico. Sa˜o tambe´m apresentadas a conclusa˜o e propostas de
trabalhos futuros.
1.5 Diagno´stico
Para realizar as ana´lises pre´vias dentro da metodologia de pesquisa escolhida, a fim de
verificar o que os alunos trazem de conhecimento pre´vio sobre a OBMEP e, tambe´m,
verificar como eles desenvolvem as questo˜es que comumente sa˜o cobradas nas provas da
6olimp´ıada, foram aplicados um questiona´rio e dois testes.
O questiona´rio apresenta perguntas referentes a` Olimp´ıada Brasileira de Matema´-
tica das Escolas Pu´blicas (Anexo A), para compreender o perfil do aluno que desenvolvera´
as sequeˆncias propostas. Foram 20 alunos inscritos para participar do treino ol´ımpico pro-
posto, distribu´ıdos entre 1o, 2o e 3o anos do Ensino Me´dio, e todos eles responderam ao
questiona´rio proposto.
Identificamos que apesar de sempre participar da Olimp´ıada, os alunos desconhe-
cem suas premiac¸o˜es. Eles classificaram a prova como dif´ıcil, motivo pelo qual relatam
na˜o conseguir responder muitas das questo˜es. Ale´m disso, indicaram que seus professores,
na maioria dos casos, na˜o oferecem qualquer tipo de preparac¸a˜o para a prova, e tambe´m
que na˜o procuram o portal da OBMEP na internet, em busca de material de estudo,
embora sintam-se desafiados pelas questo˜es da Olimp´ıada.
Os testes (Anexo B), foram elaborados a partir de questo˜es de provas anteriores da
OBMEP. Como se tratavam de um teste objetivo e outro discursivo, optamos por realiza´-
los em dois dias para disponibilizar mais tempo para a resoluc¸a˜o das questo˜es. O principal
objetivo dos testes era o de avaliar a capacidade e a postura do aluno no momento da
prova. Estes foram recolhidos para ana´lise e, assim, direcionar a estrutura das aulas do
treino ol´ımpico.
No teste objetivo percebemos que poucos foram os alunos que desenvolveram ca´lcu-
los referentes a`s questo˜es propostas, a maioria apenas assinalou uma opc¸a˜o. Da´ı nota-se a
falta de motivac¸a˜o e de preparac¸a˜o por parte dos alunos, pois alguns na˜o fizeram ca´lculos
por acharem as questo˜es dif´ıceis, e outros apenas marcaram o “x” por achar que questo˜es
de mu´ltipla escolha na˜o necessitam de ca´lculos. Na tabela abaixo e´ apresentada a ana´lise
estat´ıstica dos acertos e erros das questo˜es do teste objetivo.
Questa˜o 1 2 3 4 5 6 7 Me´dia
Acertos 11 7 5 0 0 5 7 1,75
Erros 9 13 15 20 20 15 13 5,25
% Acertos 55 35 25 0 0 25 35
Tabela 1.1: Diagno´stico da Avaliac¸a˜o Objetiva
A questa˜o com o maior nu´mero de acertos e´ referente ao conteu´do de me´todos
de contagem e probabilidade. As duas questo˜es com o pior desempenho sa˜o referentes a`
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Com esse teste pudemos perceber a dificuldade que a maioria dos alunos apresenta
no desenvolvimento dos problemas. Falta um roteiro de resoluc¸a˜o, ale´m de uma leitura
mais lenta e mais atenta.
No teste discursivo e situac¸a˜o foi mais grave ainda, pois os alunos na˜o acertaram
nenhuma das questo˜es propostas e, em sua grande maioria, deixaram as provas em branco.
Diante dos resultados, trabalharemos questo˜es ja´ utilizadas em provas antigas da
OBMEP de Nı´vel 3, mas antes faz-se necessa´rio uma aula sobre as te´cnicas de Resoluc¸a˜o
de Problemas.
Cap´ıtulo 2
Sequeˆncia Dida´tica das Atividades
2.1 Resoluc¸a˜o de Problemas
A Matema´tica escolar tem por finalidade desenvolver nos alunos a capacidade de utilizar
os conhecimentos adquiridos em sala de aula na sua vida dia´ria. A Resoluc¸a˜o de Proble-
mas e´ uma te´cnica desenvolvida na Matema´tica que mais se aproxima do cotidiano do
aluno, apesar da dificuldade que resolver problemas apresenta. Ale´m disso, a resoluc¸a˜o de
problemas torna-se um caminho para aprender novas ideias e capacidades matema´ticas.
De acordo com PALHARES (2004) em [4]
Os bons problemas podem proporcionar a explorac¸a˜o de conceitos mate-
ma´ticos importantes e reforc¸ar a necessidade de compreender e usar va´rias
estrate´gias, propriedades e relac¸o˜es matema´ticas. Mas, antes de tudo e´ neces-
sa´rio resolver muitos problemas, pois, como refere Po´lya, aprende-se a resolver
problemas resolvendo problemas.
As atividades a seguir sugeridas, sera˜o compostas de problemas ja´ utilizados nas olimp´ıa-
das. Por isso, torna-se importante discutir com os alunos algumas tipologias de problemas
e um modelo de resoluc¸a˜o de problemas.
2.1.1 Tipologia de Problemas
PALHARES (2004) traz em [4] uma tipologia de problemas proposta por Charles e Lester
(1986) com cinco tipos de problemas. Sa˜o eles:
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9• Problemas de um passo
Sa˜o os problemas que podem ser resolvidos utilizando-se apenas uma das quatro
operac¸o˜es ba´sicas da aritme´tica. Exemplo: Paulo e´ frentista e atende 20 clientes
por hora. Em quantas horas ele atendeu 180 clientes?
• Problemas de dois ou mais passos
Sa˜o os problemas que podem ser resolvidos utilizando-se duas ou mais das quatro
operac¸o˜es ba´sicas da aritme´tica. Exemplo: Num estacionamento de um shopping
existem 40 motocicletas e 80 carros de passeio. Quantas rodas podem ser contadas
ao todo?
• Problemas de processo ou heur´ısticos
Sa˜o os problemas que so´ podem ser resolvidos atrave´s da utilizac¸a˜o de uma ou
mais estrate´gias de resoluc¸a˜o. Ale´m disso, sua soluc¸a˜o na˜o esta´ expl´ıcita em seu
enunciado. Exemplo: Sete pessoas esta˜o em um grupo. Se cada uma delas trocar
um aperto de ma˜o com todos os demais, quantos apertos de ma˜o teremos ao todo?
• Problemas de aplicac¸a˜o
Sa˜o os problemas que utilizam dados da vida real e necessitam de tomada de deci-
so˜es. A resoluc¸a˜o desse tipo de problema passa a utilizar uma ou mais estrate´gias,
e pode demorar horas ou dias para ser solucionado.
Exemplo: Uma turma quer viajar para Recife – PE. Sabendo que pretendem viajar
de avia˜o e que va˜o gastar com pousada, passeios e alimentac¸a˜o, fac¸a um levanta-
mento do custo do passeio com durac¸a˜o de 10 dias para 15 pessoas.
• Problemas tipo puzzle
Sa˜o os problemas que precisam como que de um “flash” para chegar a` soluc¸a˜o. Este
tipo de problema tende a ser mais interessante para o aluno.
Exemplo: Desenhe quatro linhas, sem levantar o la´pis do papel, de modo que passem
pelos nove pontos. (Figura 2.1)
2.1.2 Modelos de Resoluc¸a˜o de Problemas
Na˜o se pode determinar um u´nico me´todo para resolver problemas, e nem para ensinar a
resolver problemas. Po´lya descreveu em seu famoso livro A Arte de Resolver Problemas
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Figura 2.1: Nove Pontos
um me´todo para resolver problemas compostos por quatro etapas. Esse me´todo sera´
apresentado como sugesta˜o de modelo de resoluc¸a˜o de problemas.
1. Compreensa˜o do problema: O problema deve ser lido cuidadosamente e, se for
necessa´rio, va´rias vezes. Ale´m disso, deve-se compreender o significado de cada
termo utilizado no enunciado do problema. Nessa etapa pode-se tambe´m reescrever
o problema, pois isso facilita a compreensa˜o do mesmo. E´ importante tambe´m que
sejam identificadas as informac¸o˜es necessa´rias para a resoluc¸a˜o do problema.
2. Estabelecimento de um plano: Nessa segunda etapa deve-se encontrar alguma
conexa˜o entre os dados e a inco´gnita, buscando a definic¸a˜o de uma estrate´gia de
resoluc¸a˜o. Pode ser necessa´rio considerar problemas auxiliares ou particulares.
3. Execuc¸a˜o do plano: Nesta etapa executa-se o plano ja´ trac¸ado. Se chegar a algum
impasse, deve-se voltar a` fase anterior para o estabelecimento de um novo plano.
4. Retrospectiva: Nesta u´ltima etapa verifica-se se a soluc¸a˜o obtida esta´ de acordo
com os dados e as condic¸o˜es estabelecidas pelo problema.
Apo´s o dia´logo com os alunos sobre a tipologia dos problemas e sobre o me´todo de re-
soluc¸a˜o de problemas, pode-se iniciar a aplicac¸a˜o das sequeˆncias que sera˜o sugeridas a
seguir.
2.2 Introduc¸a˜o ao Racioc´ınio Lo´gico
2.2.1 O que e´ Lo´gica?
Por definic¸a˜o, lo´gica e´ a cieˆncia do racioc´ınio. A lo´gica formal, concentra-se apenas na
estrutura ou forma da lo´gica. Dessa forma, quando estudamos a lo´gica formal observamos
que a mesma e´ composta por um sistema dedutivo de enunciados que tem o objetivo
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de criar leis e regras para determinar a validade dos racioc´ınios. ”A lo´gica formal trata
da relac¸a˜o entre as premissas e conclusa˜o, deixando de importar-se com a verdade das
premissas. A` ela, interessa dar as regras do pensamento correto.”[5]
A lo´gica formal se baseia em dois princ´ıpios ba´sicos: o da “na˜o contradic¸a˜o” e o do
“terceiro exclu´ıdo”. No caso da “na˜o contradic¸a˜o” uma proposic¸a˜o na˜o pode ser verdadeira
e falsa ao mesmo tempo. Por exemplo, a proposic¸a˜o “Joa˜o e´ casado e e´ solteiro” fere esse
princ´ıpio, pois e´ imposs´ıvel que ele seja casado e solteiro ao mesmo tempo. O princ´ıpio do
“terceiro exclu´ıdo” assume que toda proposic¸a˜o ou e´ verdadeira ou e´ falsa, sendo assim,
toda proposic¸a˜o tem somente um valor lo´gico, ou e´ verdadeira (V) ou e´ falsa (F).
2.2.2 Exerc´ıcios
Desenvolva os problemas abaixo:
1. (OBMEP – 1a Fase 2010 – Nı´vel 3 – Questa˜o 11)
Adriano, Bruno, Carlos e Daniel participam de uma brincadeira na qual cada um
e´ um tamandua´ ou uma preguic¸a. Tamandua´s sempre dizem a verdade e preguic¸as
sempre mentem.
• Adriano diz: “Bruno e´ uma preguic¸a”.
• Bruno diz: “Carlos e´ um tamandua´”.
• Carlos diz: “Daniel e Adriano sa˜o diferentes tipos de animais”.
• Daniel diz: “Adriano e´ uma preguic¸a”.
Quantos dos quatro amigos sa˜o tamandua´s?
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3
(e) 4
2. (OBMEP – 1a Fase 2013 – Nı´vel 3 – Questa˜o 13)
Durante a aula, dois celulares tocaram ao mesmo tempo. A professora logo per-
guntou aos alunos: “De quem sa˜o os celulares que tocaram?”, Guto disse: “O meu
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na˜o tocou”, Carlos disse: O meu tocou” e Bernardo disse: “O de Guto na˜o tocou”.
Sabe-se que um dos meninos disse a verdade e os outros dois mentiram. Qual das
seguintes afirmativas e´ verdadeira?
(a) O celular de Carlos tocou e o de Guto na˜o tocou.
(b) Bernardo mentiu.
(c) Os celulares de Guto e Carlos na˜o tocaram.
(d) Carlos mentiu.
(e) Guto falou a verdade.
3. (OBMEP – 1a Fase 2011 – Nı´vel 3 – Questa˜o 8)
Tia Geralda sabe que um de seus sobrinhos Ana, Bruno, Cec´ılia, Daniela ou Eduardo
comeu todos os biscoitos. Ela tambe´m sabe que o culpado sempre mente e que os
inocentes sempre dizem a verdade.
• Bruno diz: “O culpado e´ Eduardo ou Daniela.”
• Eduardo diz: “O culpado e´ uma menina.”
• Por fim, Daniela diz: “Se Bruno e´ culpado enta˜o Cec´ılia e´ inocente.”
Quem comeu os biscoitos?
(a) Ana
(b) Bruno
(c) Cec´ılia
(d) Daniela
(e) Eduardo
2.3 Conjuntos do Nu´meros Naturais e Inteiros
A sec¸a˜o a seguir e´ baseada na apostila Iniciac¸a˜o a` Arime´tica do Programa de Iniciac¸a˜o
Cient´ıfica da OBMEP [12]. Para maiores informac¸o˜es e um estudo mais detalhado sobre
o assunto pode-se consultar a pro´pria apostila ou, enta˜o, o site do Portal da Matema´tica
[13].
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2.3.1 Nu´meros Naturais
O conjunto dos nu´meros naturais e´ formado pelos mais simples de todos os nu´meros. Seus
elementos podem ser representados, de forma ordenada, por:
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,...
Esta descric¸a˜o na˜o apresenta todos os elementos, pois este conjunto possui uma quantidade
infinita de elementos.
2.3.2 Propriedades dos Nu´meros Naturais
Adic¸a˜o
Segundo o diciona´rio Aure´lio (preciso de colocar refereˆncia?), sucessor e´ aquele vem depois
ou apo´s outrem. Assim, quando n, n′ ∈ N, dizer que n′ e´ o sucessor de n significa que
n′ vem logo depois de n, na˜o havendo outros nu´meros naturais entre n e n′. O termo
primitivo sucessor na˜o e´ definido explicitamente. Seu uso e suas propriedades sa˜o regidos
por algumas regras, abaixo enumeradas:
1. Todo nu´mero natural tem um u´nico sucessor;
2. Nu´meros naturais diferentes teˆm sucessores diferentes;
3. Existe um u´nico nu´mero natural que na˜o e´ sucessor de nenhum outro.
Indicaremos o sucessor de um nu´mero natural n por n+ 1.
Com a definic¸a˜o acima podemos definir a adic¸a˜o de dois nu´meros naturais a e
b ∈ N, como sendo a operac¸a˜o que os associa a` soma a+ b, onde a+ b e´ tal que:
i) a+ 0 = a, por isso, o nu´mero natural 0 sera´ chamado de elemento neutro da adic¸a˜o.
ii) a+ b = ((((a+1) + 1) + 1) + ...+ 1)︸ ︷︷ ︸
b 1’s
, se b > 0, ou seja, a+ b e´ o nu´mero natural que
se obte´m a partir de a aplicando-se b vezes seguidas a operac¸a˜o de tomar o sucessor.
Por exemplo, tem-se 2 + 2 = 4 simplesmente porque 4 e´ o sucessor do sucessor de 2.
• Comutativa: Quaisquer que sejam os nu´meros naturais a e b, temos que a + b
= b + a
Propriedades da adic¸a˜o:
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• Comutativa: Quaisquer que sejam os nu´meros naturais a e b, temos que
a+ b = b+ a
Suponha a = 4 e b = 3. Ao aplicarmos a definic¸a˜o de adic¸a˜o temos:
4 + 3 = ((4 + 1) + 1) + 1 = (5 + 1) + 1 = 6 + 1 = 7
e
3 + 4 = (((3 + 1) + 1) + 1) + 1 = ((4 + 1) + 1) + 1 = (5 + 1) + 1 = 6 + 1 = 7
Assim, 3 + 4 = 4 + 3.
• Associativa: Quaisquer que sejam os nu´meros naturais a, b e c, tem-se
(a+ b) + c = a+ (b+ c)
Essa propriedade nos diz, por exemplo, como realizar duas ou mais somas simulta-
neamente. Por exemplo, para realizar a soma 2+4+5, podemos inicialmente somar
o 2 e o 4, obtendo o nu´mero 6 e posteriormente somar o 5 ao resultado da soma de
2 e 4, chegando ao resultado (2 + 4) + 5 = 6 + 5 = 11. Ou podemos somar primeiro
os nu´meros 4 e 5, obtendo o nu´mero 9, e em seguida somar 2 ao resultado, chegando
a 2 + (4 + 5) = 2 + 9 = 11. Assim, podemos definir que
a+ b+ c = a+ (b+ c) = (a+ b) + c
• Relac¸a˜o entre adic¸a˜o e ordem: Dados treˆs nu´meros naturais a, b e c quaisquer,
se a < b, enta˜o a+ c < b+ c.
• Rec´ıproca da relac¸a˜o entre adic¸a˜o e ordem: Dados treˆs nu´meros naturais a, b e c
quaisquer,
se a+ c < b+ c, enta˜o a < b.
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Ordem
Se a e b sa˜o dois nu´meros naturais, dizemos que a e´ menor do que b, simbolizado por
a < b, quando existe um nu´mero natural c 6= 0 tal que b = a + c. Dizemos tambe´m que
a > b, quando b < a.
Sa˜o propriedades da relac¸a˜o de ordem:
• Transitividade: Sejam a, b e c nu´meros naturais. Se a < b e b < c, enta˜o a < c.
Pela definic¸a˜o de ordem, se a < b, enta˜o existe um nu´mero natural d 6= 0, tal que
b = a+d. Se b < c, enta˜o existe um nu´mero natural n 6= 0 tal que c = b+n. Assim,
podemos escrever c = b+ n = (a+ d) + n = a+ (d+ n), e pela definic¸a˜o de ordem,
temos que: a < c.
• Tricotomia: Dados dois nu´meros naturais a e b, e´ verdadeira apenas uma das treˆs
afirmac¸o˜es:
a < b, a = b, a > b
No caso, em que a < b ou a = b, escrevemos a ≤ b.
Dados dois nu´meros naturais a e b, tais que a < b, podemos definir os seguintes conjuntos:
• [a, b] e´ o conjunto dos nu´meros naturais x tais que a ≤ x ≤ b, chamado de intervalo
fechado;
• (a, b) e´ o conjunto dos nu´meros naturais x tais que a < x < b, chamado de intervalo
aberto;
• (a, b] e´ o conjunto dos nu´meros naturais x tais que a < x ≤ b, chamado de intervalo
semiaberto ou semifechado;
• [a, b) e´ o conjunto dos nu´meros naturais x tais que a ≤ x < b, chamado de intervalo
semiaberto ou semifechado;
Exemplo: Determinar os elementos dos intervalos [2, 4], (1, 5), (6, 8] e [7, 9).
O intervalo [2, 4] = {x ∈ N/2 ≤ x ≤ 4} = {2, 3, 4}.
O intervalo (1, 5) = {x ∈ N/1 < x < 5} = {2, 3, 4}.
O intervalo (6, 8] = {x ∈ N/6 < x ≤ 8} = {7, 8}.
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O intervalo [7, 9) = {x ∈ N/7 ≤ x < 9} = {7, 8}.
Uma propriedade fundamental dos nu´meros naturais e´ a seguinte:
Princ´ıpio da Boa Ordem: Todo subconjunto na˜o vazio do conjunto dos nu´meros natu-
rais possui um menor elemento.
O Princ´ıpio nos diz que em um subconjunto B na˜o vazio de N, existe um elemento b tal
que b ≤ a, para todo a pertencente a B.
Exemplo: Determine o menor elemento dos conjuntos [2, 7] e (2, 7].
[2, 7] = {x ∈ N/2 ≤ x ≤ 7} = {2, 3, 4, 5, 6, 7}. Assim, o menor elemento e´ o 2.
(2, 7] = {x ∈ N/2 < x ≤ 7} = {3, 4, 5, 6, 7}. Assim, o menor elemento e´ o 3.
Subtrac¸a˜o de naturais
Chamaremos de subtrac¸a˜o de b e a, indicada por b− a, a operac¸a˜o definida por:
i) Se a = b, enta˜o b− a = 0.
ii) Se b > a, enta˜o b− a = c, tal que b = (((a+ 1) + 1) + ...+ 1)︸ ︷︷ ︸
c 1’s
.
iii) Se b < a, na˜o se define b− a.
Por exemplo, se a = 2 e b = 6, temos que b− a = 6− 2 = 4, pois
6 = ((((2 + 1) + 1) + 1) + 1)
Pela definic¸a˜o de b− a, temos a + (b− a) = b. Exemplo: Quero comprar um celular que
custa 500 reais, mas tenho somente 150 reais. Quanto falta para que eu possa comprar o
celular? Faltam 350 reais, pois para, partindo de 150, chegar em 500 precisamos tomar o
sucessor 350 vezes, isto e´, 500− 150 = 350.
Multiplicac¸a˜o
Definimos a operac¸a˜o de multiplicac¸a˜o entre nu´meros naturais, a× b, que se leˆ a vezes b,
como:
a× b =

0, se a = 0
b, se a = 1
b+ b+ · · ·+ b︸ ︷︷ ︸
a parcelas
, se a > 1
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O nu´mero a × b sera´ chamado de produto de a por b e podera´ ser tambe´m denotado ab,
se na˜o houver chance de confusa˜o.
Ao multiplicarmos um natural b, por todos os nu´meros naturais, formamos um
conjunto chamado de mu´ltiplos de b.
Por exemplo, o conjunto dos mu´ltiplos de 2, e´: {0, 2, 4, 6, 8, · · · }, cujos elementos
sa˜o chamados de nu´meros pares. Os nu´meros que na˜o sa˜o pares sa˜o chamados de ı´mpares.
Podemos tambe´m, determinar, por exemplo, o conjunto dos mu´ltiplo de 7:
{0, 7, 14, 21, 28, · · · }
Observe que o u´nico mu´ltiplo do zero e´ o pro´prio zero, e que todo nu´mero e´ mu´ltiplo
de 1 e de si pro´prio. Ale´m disso, um mu´ltiplo na˜o nulo de um nu´mero natural na˜o nulo e´
sempre maior ou igual ao pro´prio nu´mero.
Assim, podemos concluir que:
se, a× b = 0 enta˜o a = 0 ou b = 0.
Propriedades da Multiplicac¸a˜o
• Comutativa: quaisquer que sejam os nu´meros naturais a e b, temos que
a× b = b× a
• Associativa: quaisquer que sejam os nu´meros naturais a e b, temos que
(a× b)× c = a× (b× c)
• Distributiva em relac¸a˜o a` adic¸a˜o: dados os nu´meros naturais a, b e c quaisquer,
tem-se que
(a+ b)× c = (a× c) + (b× c)
Por exemplo, considere dois mu´ltiplos de 7, 14 = 2× 7 e 21 = 3× 7. Ao somarmos esses
nu´meros obtemos:
(2× 7) + (3× 7) = (7 + 7) + (7 + 7 + 7)
= (7 + 7) + (7 + (7 + 7))
= ((7 + 7) + 7) + (7 + 7)
= (((7 + 7) + 7) + 7) + 7
= 5× 7
= (2 + 3)× 7
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Em que o resultado (2+3)×7 e´ obtido de (2×7)+(3×7), utilizando somente a definic¸a˜o
de multiplicac¸a˜o e a propriedade associativa da adic¸a˜o.
• Distributiva em relac¸a˜o a` subtrac¸a˜o: Se a e b sa˜o nu´meros naturais, tais que a > b,
e c e´ um nu´mero natural qualquer, enta˜o
(a− b)× c = (a× c)− (b× c)
• Multiplicac¸a˜o e ordem: Dados nu´meros naturais a , b e c quaisquer,
se a < b e c > 0, enta˜o c× a < c× b
Um conceito importante envolvendo os mu´ltiplos de nu´meros naturais e´ o de mu´ltiplo
comum.
Considere os mu´ltiplos de 2:
0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, ...
Agora, considere a sequeˆncia dos mu´ltiplos de 3:
0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ...
Assim, observamos que os nu´meros que sa˜o mu´ltiplos comuns a 2 e 3 sa˜o:
0, 6, 12, 18, ...
Qual e´ o pro´ximo nu´mero da sequeˆncia? Observando os nu´meros que aparecem, vemos
que se tratam dos mu´ltiplos de 6, ou seja, os mu´ltiplos do menor mu´ltiplo na˜o nulo comum
a 2 e 3.
Se a e b sa˜o nu´meros na˜o nulos, temos que, por definic¸a˜o, a× b e´ mu´ltiplo de a e
de b. Assim, vimos que, se a e b sa˜o na˜o nulos, o 0 e a× b sa˜o mu´ltiplos comuns a a e b.
Definic¸a˜o: O menor mu´ltiplo comum na˜o nulo de dois nu´meros naturais na˜o nulos
a e b e´ denotado por mmc(a, b) e sera´ chamado de mı´nimo mu´ltiplo comum de a e b.
Observe que este nu´mero existe, pois o conjunto dos mu´ltiplos comuns na˜o e´ vazio,
como visto acima, e, ale´m disso, o Princ´ıpio da Boa Ordem garante que existe um menor
elemento.
Uma consequeˆncia importante da multiplicac¸a˜o e´ a potenciac¸a˜o:
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Dados dois nu´meros naturais a 6= 0 e n qualquer, definimos a operac¸a˜o de poten-
ciac¸a˜o como:
an =

1, se n = 0
a, se n = 1
a× a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
n fatores
, se n > 1
Define-se que 0n = 0, se n 6= 0.
Sejam a, b, m e n nu´meros naturais, com a 6= 0 e b 6= 0. Assim, algumas proprie-
dades da potenciac¸a˜o sa˜o:
• 1n = 1
• aman = am+n
• (an)m = anm
• anbn = (ab)n
2.3.3 Nu´meros Inteiros
O conjunto dos nu´meros inteiros e´ o conjunto
Z = {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · }
Observe que todo nu´mero natural e´ tambe´m um nu´mero inteiro.
2.3.4 Propriedades dos Nu´meros inteiros
No conjunto dos nu´meros inteiros, temos que, para cada a ∈ Z, por definic¸a˜o, a+(−a) = 0,
sendo que −0 = 0 e −(−a) = a, quando a ∈ N. Assim, por exemplo, −(−2) = 2, ja´ que
2 ∈ N. Observe que se a /∈ N, enta˜o −a ∈ N, e se a ∈ N − {0}, enta˜o −a /∈ N. Dados
a, b ∈ Z, define-se a+ b de modo que a+ b = b+ a e:
i) a+ b e´ a mesma soma de a e b definida em N, quando a, b ∈ N;
ii) a+ b = a− (−b), quando a ∈ N e b /∈ N, com a ≥ −b em N;
iii) a+ b = −(−b− a), quando a ∈ N e b /∈ N, com a ≤ −b em N;
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iv) a+ b = −(−a+ (−b)), quando a, b /∈ N.
Sendo que nos itens (ii) e (iii), a operac¸a˜o de − nos membros direitos das igualdades
representam a operac¸a˜o de subtrac¸a˜o de nu´meros naturais.
No conjunto dos nu´meros inteiros, continuam valendo as propriedades da adic¸a˜o, a
saber, associativa, comutativa e a relac¸a˜o com a ordem. Agora, a definic¸a˜o de subtrac¸a˜o
b − a e´ completa, ou seja, na˜o possui restric¸a˜o quanto aos valores de a e b, e podemos
defini-la como:
i) Se a = b, enta˜o b− a = 0;
ii) Se a > b, enta˜o b− a = c tal que b = (((a+ 1) + 1) + ...+ 1)︸ ︷︷ ︸
c 1’s
;
iii) Se, b < a, enta˜o b− a = b+ (−a).
Para a multiplicac¸a˜o nos inteiros, temos:
(−a)× b = a× (−b) = −(a× b) e (−a)× (−b) = a× b
Ale´m disso, continuam valendo as propriedades associativa, comutativa e distribu-
tiva em relac¸a˜o a` adic¸a˜o, sendo acrescentada para os inteiros, a distributiva em relac¸a˜o a`
subtrac¸a˜o.
Mu´ltiplos inteiros
Dado um inteiro a, consideremos o conjunto
aZ = {a× d; d ∈ Z}
que e´ o conjunto dos mu´ltiplos inteiros de a.
Os mu´ltiplos inteiros de a possuem as seguintes propriedades:
• 0 e´ mu´ltiplo de a;
• Se m e´ um mu´ltiplo de a enta˜o −m e´ mu´ltiplo de a;
• Um mu´ltiplo de um mu´ltiplo de a e´ mu´ltiplo de a;
• Se m e n sa˜o mu´ltiplos de a, enta˜o e × m + f × n e´ mu´ltiplo de a quaisquer que
sejam os inteiros e e f .
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As propriedades acima tambe´m sa˜o va´lidas para os mu´ltiplos comuns dos inteiros a e b.
Se a ou b e´ igual a zero, enta˜o o u´nico mu´ltiplo comum a eles e´ o pro´prio zero, que
sera´ chamado de mı´nimo mu´ltiplo comum de a e b. Se a e b sa˜o na˜o nulos, mesmo que
um deles seja negativo, definimos o mı´nimo mu´ltiplo comum de a e b como sendo o menor
mu´ltiplo comum positivo.
Divisores
Definic¸a˜o: Dizemos que um nu´mero inteiro d 6= 0 e´ um divisor de outro inteiro a quando
a e´ mu´ltiplo de d, ou seja, quando a = d× c, para algum inteiro c.
Dizemos tambe´m que, quando a e´ mu´ltiplo de d, a e´ divis´ıvel por d ou que d divide
a.
Para representar o fato de d ser divisor de a, ou de d dividir a, utilizamos o s´ımbolo
d|a. Caso isso na˜o ocorra, escrevemos d - a.
Por exemplo:
1|6,−1|6, 2|6,−2|6, 3|6,−3|6, 6|6,−6|6
Como consequeˆncia das propriedades de mu´ltiplos temos que 1|a e a|0, qualquer
que seja o inteiro a 6= 0.
Observe que se a e d sa˜o nu´meros naturais, com a 6= 0, e se d|a, enta˜o d ≤ a, pois,
pela definic¸a˜o, a e´ mu´ltiplo de d e assim a ≥ d.
A divisibilidade possui propriedades importantes decorrentes das propriedades dos
mu´ltiplos:
• Se a|b e b|c, enta˜o a|c, ou seja, ela e´ transitiva.
• Se d|a e d|b, enta˜o d|(b+ a) e d|(b− a).
• Se d|(a+ b) ou d|(a− b) e d|a, enta˜o d|b.
• d e´ divisor comum de a e b se, e somente se, d e´ divisor comum de a e b− a.
Definic¸a˜o: Dados dois nu´meros inteiros a e b, na˜o simultaneamente nulos, o maior divisor
comum de a e b sera´ chamado de ma´ximo divisor comum de a e b e sera´ denotado por
mdc(a, b).
Observe algumas propriedades do mdc:
• mdc(a, b) = mdc(b, a)
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• mdc(0, b) =
b, se b > 0−b, se b < 0
• Se a 6= 0 ou b 6= 0, enta˜o
mdc(a, b) = mdc(−a, b) = mdc(−a,−b) = mdc(a,−b)
Determinar o ma´ximo divisor comum de dois nu´meros e´ simples, desde que esses nu´meros
sejam pequenos, neste caso basta listar todos os divisores e encontrar, entre os comuns, o
maior. Por exemplo, para calcular o mdc(18, 24), escrevemos os divisores de 18:
±1, ±2, ±3, ±6, ±9, ±18
e os de 24:
±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±8, ±12, ±24
Observamos que o mdc(18, 24) = 6.
Mas se pelo menos um desses nu´meros for grande, esse processo se torna pratica-
mente imposs´ıvel de se realizar, pois e´ extremamente complicado determinar os divisores
de nu´meros grandes.
Neste caso, para determinar o mdc entre dois nu´meros utilizamos a propriedade de
divisibilidade vista anteriormente:
Um nu´mero d e´ divisor comum de a e b, na˜o ambos nulos, se, e somente se, ele e´
divisor comum de a e b− a.
Se esse nu´mero d for o ma´ximo divisor comum de a e b podemos afirmar que:
mdc(a, b) = mdc(a, b− a)
Como exemplo, temos que:
mdc(5600, 3969) = mdc(3969, 5600− 3969)
mdc(3969, 1631) = mdc(1631, 3969− 1631)
mdc(1631, 2338) = mdc(1631, 2338− 1631)
mdc(1631, 707) = mdc(707, 1631− 707)
mdc(707, 924) = mdc(707, 924− 707)
mdc(707, 217) = mdc(217, 707− 217)
mdc(217, 490) = mdc(217, 490− 217)
mdc(217, 273) = mdc(217, 273− 217)
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mdc(217, 56) = mdc(56, 217− 56)
mdc(56, 161) = mdc(56, 161− 56)
mdc(56, 105) = mdc(56, 105− 56)
mdc(56, 49) = mdc(49, 56− 49)
mdc(49, 7) = 7
Portanto, mdc(5600, 3969) = 7.
Algoritmo da divisa˜o
Sejam dois nu´meros naturais a e b, com a > 0 e b qualquer. Queremos comparar o
nu´mero natural b com os mu´ltiplos de a. Para isso considere todos os intervalos da forma
[na, (n+ 1)a), onde n e´ um nu´mero natural qualquer.
Assim,
N = [0, a) ∪ [a, 2a) ∪ [2a, 3a) ∪ · · · ∪ [na, (n+ 1)a) ∪ · · ·
Observe que os intervalos na˜o possuem, dois a dois, elementos em comum. Assim, o
nu´mero b esta´ em apenas um desses intervalos, digamos [qa, (q + 1)a).
Pode ser mostrado que existem dois nu´meros naturais q e r, unicamente determi-
nados, tais que
b = qa+ r,com 0 ≤ r < a
O nu´mero b e´ chamado dividendo, o nu´mero a divisor, os nu´meros q e r sa˜o chamados
quociente e resto, respectivamente, da divisa˜o de b por a. E este processo e´ conhecido
como divisa˜o euclidiana.
Se b e´ mu´ltiplo de a, enta˜o, para algum q natural, b = q×a, e assim, q e´ o quociente
e r = 0 e´ o resto da divisa˜o de b por a.
Para determinar o quociente e o resto da divisa˜o euclidiana, temos que:
• Se b < a, enta˜o q = 0 e r = b;
• Se b = a, enta˜o q = 1 e r = 0;
• Se b > a, enta˜o construiremos a sequeˆncia nume´rica:
b− a, b− 2a, · · · , b− qa, b− (q + 1)a
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ate´ encontrar um nu´mero q tal que b − (q + 1)a < 0 e b − qa > 0. Assim,
qa < b < (q + 1)a, ou seja, b = qa+ r, com 0 ≤ r < a.
Por exemplo, para dividir o nu´mero 71 por 17, escrevemos a sequeˆncia de nu´meros
da forma 71− n17, com n ∈ N:
71− 1× 17 = 54
71− 2× 17 = 37
71− 3× 17 = 20
71− 4× 17 = 3
71− 5× 17 = −14 < 0
Desta forma, podemos representar a divisa˜o euclidiana de 71 por 17:
71 = 4× 17 + 3
Pela construc¸a˜o proposta, a divisa˜o euclidiana, pode ser estendida aos nu´meros
inteiros. Pode ser mostrado que, caso a > 0, o resto r e´ tal que 0 ≤ r < a, e, caso a < 0,
o resto e´ tal que 0 ≤ r < −a.
Ao dividirmos−5 por−3, encontramos quociente 2 e resto 1, pois−5 = (−3)×2+1.
Assim, tanto na divisa˜o por 2, quanto na divisa˜o por −2, os poss´ıveis restos sa˜o 0 e 1; na
divisa˜o por 3 ou −3, sa˜o 0, 1 e 2.
Dividir por a > 0 e´ equivalente a organizar os elementos em conjuntos com a
elementos. Por exemplo, para saber quantas dezenas de mac¸a˜s ha´ em um saco, basta
dividir a quantidade por 10 e observar o valor encontrado no quociente. Assim, se tivermos
em um saco 78 mac¸a˜s, teremos 7 dezenas, mas se tive´ssemos 74 mac¸a˜s, ainda ter´ıamos 7
dezenas de mac¸a˜s.
Algoritmo do mdc de Euclides
O Lema de Euclides: Dados inteiros a e b, os divisores comuns de a e b sa˜o os mesmos
divisores comuns de a e b− c× a, para todo nu´mero inteiro c fixado.
Demonstrac¸a˜o: Se d e´ divisor comum de a e b, e´ claro que d e´ divisor de a. Como d e´
divisor de a e b, enta˜o existem inteiros c1 e c2 tais que a = c1 × d e b = c2 × d, assim
b− c× a = c2 × d− c× (c1 × d) = c2 × d− (c× c1)× d = [c2 − (c× c2)]d,
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ou seja, b − c × a e´ mu´ltiplo de d, portanto d e´ divisor de b − c × a. Logo, d e´ divisor
comum de a e b− c× a.
Reciprocamente, suponha que d seja um divisor comum de a e b − c × a. Logo,
existem inteiros c1 e c2 tais que, a = c1 × d e b− c× a = c2 × d, e assim
b− c× (c1 × d) = c2 × d b− (c× c1)d = c2 × d b = c2 × d+ (c× c1 × d)
b = [c− 2 + (c× c1)]d
Logo, d e´ divisor comum de a e b.
O Lema de Euclides nos diz que os divisores de a e b sa˜o os mesmos divisores de a
e b− c× a, assim:
mdc(a, b) = mdc(a, b− c× a),
o que permite tornar o processo menos complexo.
Vamos calcular o mdc(a, b) onde a = 108 e b = 294.
Pelo Lema de Euclides, sabemos que o mdc de a e b e´ tambe´m mdc de a e de b
menos um mu´ltiplo qualquer de a. Mas qual dos mu´ltiplos realmente facilitara´ o processo?
Esse nu´mero e´ encontrado utilizando o algoritmo da divisa˜o:
294 = 2× 108 + 78
Assim,
mdc(108, 294) = mdc(108, 294− 2× 108) = mdc(108, 78)
Utilizando a mesma ideia, agora para 78 e 108:
108 = 1× 78 + 40
Assim,
mdc(108, 294) = mdc(108, 78) = mdc(108− 1× 78, 78) = mdc(40, 78)
Utilizando novamente o algoritmo da divisa˜o, desta vez para 40 e 78:
78 = 1× 40 + 38
Assim,
mdc(108, 294) = mdc(40, 78) = mdc(40, 18− 1× 40) = mdc(40, 38)
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Utilizando mais uma vez a ideia inicial, para 40 e 38:
mdc(108, 294) = mdc(40, 38) = mdc(40− 1× 38, 38) = mdc(2, 38)
E finalmente,
38 = 19× 2
Assim,
mdc(108, 294) = mdc(2, 38) = mdc(2, 38− 19× 2) = mdc(2, 0) = 2
Portanto mdc(108, 294) = 2.
O procedimento acima pode ser sistematizado por:
2 1 1 1 19
294 108 78 40 38 2 = mdc
78 40 38 2 0
2.3.5 Exerc´ıcios
Aplicando os conceitos vistos acima, resolva as seguintes questo˜es:
1. (OBMEP 2013 - Nı´vel 2 - Questa˜o 5)
Qual e´ o algarismo das dezenas da soma
(a) 5
(b) 6
(c) 7
(d) 8
(e) 9
2. (OBMEP 2010 - Nı´vel 1 - Questa˜o 6)
Na adic¸a˜o ao lado, o s´ımbolo ♣ representa um mesmo algarismo. Qual e´ o valor de
♣×♣+♣?
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(a) 6
(b) 12
(c) 20
(d) 30
(e) 42
3. (OBMEP 2012 - Nı´vel 3 - Questa˜o 13)
Para fazer va´rias blusas iguais, uma costureira gastou R$ 2,99 para comprar boto˜es
de 4 centavos e lac¸os de 7 centavos. Ela usou todos os boto˜es e lac¸os que comprou.
Quantas blusas ela fez?
(a) 2
(b) 5
(c) 10
(d) 13
(e) 23
4. (OBMEP 2013 - Nı´vel 2 - Questa˜o 8)
Lucas pensou em um nu´mero, dividiu-o por 285 e obteve resto 77. Se ele dividir o
nu´mero em que pensou por 57. Qual e´ o resto que ele vai encontrar?
(a) 0
(b) 20
(c) 40
(d) 54
(e) 56
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2.4 Problemas de Contagem
A sec¸a˜o a seguir e´ baseada na apostila Me´todos de Contagem e Probabilidade do Programa
de Iniciac¸a˜o Cient´ıfica da OBMEP [14]. Para maiores informac¸o˜es e um estudo mais
detalhado sobre o assunto pode-se consultar a pro´pria apostila ou, enta˜o, o site do Portal
da Matema´tica [13].
2.4.1 Introduc¸a˜o
Um dos assuntos mais interessantes de Matema´tica e´ o estudo dos problemas de contagem,
pois ao mesmo tempo em que e´ elementar, pois as resoluc¸o˜es necessitam apenas das quatro
operac¸o˜es ba´sicas, podem se tornar extremamente complexas, pois se na˜o forem abordadas
de maneira apropriada, podem se tornar praticamente imposs´ıveis.
2.4.2 Fatorial
No estudo dos problemas de contagem em muitos casos surgem expresso˜es envolvendo
multiplicac¸a˜o de nu´meros naturais consecutivos como, por exemplo, 4 · 3 · 2 · 1, ou, 15 · 14 ·
13 · 12 · 11. Por esse motivo, definiu-se uma nova expressa˜o envolvendo nu´meros naturais,
o fatorial, que se define da seguinte forma:
n! =
1, se n = 0 ou n = 1n · (n− 1)!, se n > 1
Desta forma, resolvendo essa recorreˆncia, conclu´ımos que o fatorial tambe´m pode
ser definido como:
n! = n · (n− 1) · (n− 2) · · · 3 · 2 · 1
Exemplo 01: Calcule:
a) 4!
Soluc¸a˜o:
Pela definic¸a˜o acima, temos:
4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24
b)
9!
6!
Soluc¸a˜o:
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Pela definic¸a˜o, 9! = 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1, e 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1, agora escrevendo
a divisa˜o e simplificando os fatores comuns, obtemos:
9!
6!
=
9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 9 · 8 · 7 = 504
Observe que pela definic¸a˜o inicial: 9! = 9 ·8!, 8! = 8 ·7! e 7! = 7 ·6!. Assim, 9! = 9 ·8 ·7 ·6!,
e o problema proposto pode ser resolvido da seguinte maneira:
9!
6!
=
9 · 8 · 7 · 6!
6!
= 9 · 8 · 7 = 504
2.4.3 Princ´ıpio Multiplicativo
Exemplo 02:
Adalberto levou para uma viagem 3 calc¸as de cores diferentes: azul, preta e cinza;
e 2 camisas tambe´m de cores distintas: branca e verde. Quantos pares de roupa (calc¸a e
camisa) diferentes ele consegue formar?
Soluc¸a˜o:
Vamos listar todas as poss´ıveis escolhas de Adalberto, tomando o cuidado para na˜o repeti-
las. Para isto devemos decidir qual decisa˜o a ser tomada primeiro. No caso do exemplo,
podemos utilizar a ordem proposta, ou seja:
• Escolha da cor da calc¸a;
• A seguir, a escolha da cor da camisa.
Vamos montar uma tabela indicando as possibilidades. Para cada cor de calc¸a escolhida,
Cor da calc¸a Cor da camisa
Azul Branca
Azul Verde
Preta Branca
Preta Verde
Cinza Branca
Cinza Verde
Tabela 2.1: Escolhas de Adalberto
Adalberto tem duas opc¸o˜es de cor para a camisa, como sa˜o treˆs calc¸as, ele tem enta˜o:
2 + 2 + 2 = 3× 2 = 6 opc¸o˜es diferentes de escolha de roupas.
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O processo acima exemplifica o Princ´ıpio Multiplicativo ou Princ´ıpio Fundamental
da Contagem: ”Se desejarmos executar uma sequeˆncia de n ac¸o˜es, onde a primeira ac¸a˜o
pode ser executada de m1 maneiras, a segunda de m2 maneiras e assim sucessivamente,
ate´ que a n-e´sima ac¸a˜o pode ser executada de mn maneiras, enta˜o o nu´mero total de
maneiras de executar essa sequeˆncia de ac¸o˜es e´ igual ao produto m1m2 · · ·mn.”
O Princ´ıpio Fundamental da Contagem ou Princ´ıpio Multiplicativo pode ser ilus-
trado atrave´s de uma a´rvore de enumerac¸a˜o.
Figura 2.2: A´rvore de Enumerac¸a˜o
Exemplo 03:
Quantas sa˜o as formas de se pintar a bandeira abaixo utilizando quatro cores diferentes?
Figura 2.3: Exemplo 03
Soluc¸a˜o:
Vamos comec¸ar escolhendo a cor mais externa, temos enta˜o quatro opc¸o˜es. Para escolher
a cor do meio, como ja´ temos uma cor utilizada, temos treˆs opc¸o˜es. Portanto para a
u´ltima parte sobram duas cores somente. Assim, pelo Princ´ıpio Multiplicativo, sa˜o
4× 3× 2 = 24
bandeiras diferentes.
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2.4.4 Problemas de Contagem
Para resolver problemas de contagem e´ preciso se colocar dentro da situac¸a˜o, escrever
algumas possibilidades, para perceber quais sa˜o as poss´ıveis dificuldades, e assim poder
decidir qual decisa˜o deve ser tomada primeiro, pois se tentarmos resolver todas as situac¸o˜es
propostas ao mesmo tempo, na˜o chegaremos a conclusa˜o alguma. Portanto, as deciso˜es
mais complexas devem ser divididas em casos mais simples. Ale´m disso, o recomenda´vel
e´ que as deciso˜es mais complexas sejam resolvidas primeiro, pois dificuldades pequenas
adiadas podem se tornar problemas insolu´veis.
Exemplo 04: Quantos sa˜o os nu´meros de treˆs algarismos distintos?
Soluc¸a˜o:
Primeiramente devemos identificar poss´ıveis dificuldades. A u´nica restric¸a˜o para este
problema e´ que o primeiro algarismo da esquerda na˜o pode ser zero. Enta˜o temos 9
opc¸o˜es para o algarismo da esquerda, 9 opc¸o˜es para o central (exclu´ımos o utilizado no
primeiro algarismo e inclu´ımos o zero que na˜o poˆde ser escolhido) e 8 opc¸o˜es para o
algarismo da esquerda (exclu´ımos os dois ja´ utilizados).
Pelo Princ´ıpio Multiplicativo, a resposta e´:
9× 9× 8 = 648
Vamos tentar resolver esse exemplo de outra forma.
Comec¸aremos pelo algarismo das unidades, para ele temos 10 opc¸o˜es, para o alga-
rismo das dezenas temos 9 opc¸o˜es (exclu´ımos o algarismo ja´ utilizado) e para o algarismo
das centenas a quantidade de opc¸o˜es depende dos algarismos utilizados anteriormente, se
o zero tiver sido utilizado temos 8 opc¸o˜es, caso o zero na˜o tenha sido utilizado 7. Mas qual
e´ o total de opc¸o˜es? Como vamos contar esses nu´meros? A situac¸a˜o em que chegamos se
deve a ordem das deciso˜es tomadas.
Observe o problema a seguir, para entender como proceder caso tenha sido o racioc´ınio
utilizado.
Exemplo 05:
Quantos sa˜o os nu´meros pares de treˆs algarismos distintos?
Soluc¸a˜o:
Vamos analisar as opc¸o˜es para escolha de cada algarismo:
• O das unidades tem que ser escolhido entre os seguintes: 0, 2, 4, 6 e 8.
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• O das centenas na˜o pode ser o zero.
• E o das dezenas somente na˜o pode repetir os outros dois.
Observe que aqui temos um problema adicional, o zero aparece em duas condic¸o˜es. Para
resolver esse caso, vamos separar a soluc¸a˜o em dois casos:
1o: O zero aparece no algarismo das unidades.
Enta˜o temos 9 opc¸o˜es para o algarismo das dezenas e 8 opc¸o˜es para o algarismo das
centenas. Logo pelo Princ´ıpio Multiplicativo temos 9 × 8 = 72 nu´meros pares de
treˆs algarismos distintos terminados em zero.
2o: O zero na˜o aparece no algarismo das unidades.
Sobram enta˜o 4 opc¸o˜es para o algarismo das unidades, 8 opc¸o˜es para o algarismo das
centenas (exclu´ımos o zero e o algarismo das unidades) e 8 opc¸o˜es para o algarismo
das dezenas. Pelo Princ´ıpio Multiplicativo, temos 4× 8× 8 = 256 nu´meros.
Observe que os nu´meros contados no primeiro caso na˜o aparecem no segundo, logo o total
de nu´meros pares de treˆs algarismos distintos e´ 72 + 256 = 328.
Temos outra opc¸a˜o: considerar que o zero e´ o algarismo das centenas.
Neste caso, sa˜o 5 opc¸o˜es para o algarismo das unidades, 9 para o das dezenas e 8
para o das centenas, pelo Princ´ıpio Multiplicativo, sa˜o enta˜o 5×9×8 = 360 nu´meros, mas
aqui contamos tambe´m os nu´meros comec¸ados por zero, que sa˜o em um total de 32, pois
temos 4 opc¸o˜es para o algarismo das unidades (na˜o podemos utilizar o zero) e 8 opc¸o˜es
para o das dezenas (na˜o usamos o zero e das unidades).
Sendo assim, temos 360−32 = 328 nu´meros satisfazendo a condic¸a˜o proposta pelo
problema.
Exemplo 06:
De quantos modos podemos organizar 6 livros diferentes?
Soluc¸a˜o:
Para o primeiro livro a ser colocado temos 6 opc¸o˜es, para o segundo sa˜o 5, para o terceiro
sa˜o 4, e assim por diante. Enta˜o, pelo Princ´ıpio Multiplicativo, temos: 6×5×4×3×2×1 =
6! = 720 modos.
Este tipo de problema e´ chamado de Problema de Permutac¸a˜o Simples, e de modo
geral o nu´mero de permutac¸o˜es simples de n objetos e´ igual a n!.
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Exemplo 07:
De quantos modos podem ser escolhidos treˆs dos jogadores de um time de futebol para
serem submetidos ao exame antidoping?
Soluc¸a˜o:
Usando o Princ´ıpio Multiplicativo, temos que sa˜o 11 × 10 × 9 = 990 modos, pois temos
11 opc¸o˜es para o primeiro jogador, 10 para o segundo e 9 para o terceiro. Mas essa
quantidade esta´ incorreta, pois contamos mais de uma vez, por exemplo, a escolha dos
jogadores A, B e C. Neste caso as ordens ABC e CAB sa˜o iguais, por que os mesmos treˆs
jogadores esta˜o sendo escolhidos para o exame.
Pore´m, esse erro e´ fa´cil de ser resolvido, pois todas as sequeˆncias foram contadas a
mesma quantidade de vezes, enta˜o basta dividirmos o valor encontrado por esse nu´mero de
repetic¸o˜es. Suponha enta˜o que sejam escolhidos os jogadores A, B e C, de quantas formas
diferentes podemos ordena´-los? Observe que este e´ um caso de permutac¸a˜o simples. Enta˜o
a quantidade de formas e´ igual a 3! = 3× 2× 1 = 6.
Logo, o total de modos a se escolher os treˆs jogadores para o exame e´ igual a
990
6
= 165.
Esse tipo de problema e´ chamado Problema de Combinac¸a˜o Simples. E o nu´mero
de maneiras de escolher p dentre n objetos e´ igual a Cpn =
n!
(n− p)!p! .
2.4.5 Exerc´ıcios
Agora vamos aplicar os conceitos discutidos anteriormente em problemas ja´ propostos nas
provas da OBMEP.
1. (OBMEP 2012 – Nı´vel 1 – Questa˜o 13)
De quantas maneiras e´ poss´ıvel colorir cada um dos c´ırculos da figura com uma das
cores amarelo, azul e vermelho, de modo que dois c´ırculos ligados por um segmento
tenham sempre cores diferentes?
(a) 2
(b) 3
(c) 4
(d) 6
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Figura 2.4: Questa˜o 01
(e) 9
2. (OBMEP 2013 – Nı´vel 1 – Questa˜o 13)
Carlinhos escreveu OBMEP2013 em carto˜es, que ele colocou enfileirados no quadro
de avisos de sua escola. Ele quer pintar de verde ou amarelo os carto˜es com letras
e de azul ou amarelo os carto˜es com algarismos, de modo que cada carta˜o seja
pintado com uma u´nica cor e que carto˜es vizinhos na˜o tenham cores iguais. De
quantas maneiras diferentes ele pode fazer a pintura?
(a) 2
(b) 3
(c) 6
(d) 7
(e) 12
3. (OBMEP 2013 – Nı´vel 2 – Questa˜o 16)
Helo´ısa tem um cubo com faces pintadas de cores diferentes. De quantas maneiras
ela pode escrever os nu´meros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, um em cada face, de modo que a soma
dos nu´meros em faces opostas seja sempre 7?
(a) 6
(b) 24
(c) 48
(d) 120
(e) 720
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2.5 Aˆngulos
2.5.1 Definic¸a˜o
Antes de definirmos aˆngulo, definiremos outros objetos geome´tricos, necessa´rios:
• Reta – Conjunto de pontos alinhados.
• Semirreta – Considere uma reta r e um ponto A sobre essa reta. O ponto A divide
a reta em duas partes, denominadas semirretas. Esse ponto e´ chamado origem da
semirreta.
Consideremos agora, duas semirretas com a mesma origem, digamos o ponto O. A regia˜o
compreendida entre essas semirretas e´ denominada aˆngulo. As semirretas sa˜o chamadas
lados do aˆngulo e a origem de ve´rtice.
Figura 2.5: Definic¸a˜o de aˆngulo
Observemos que, na verdade, duas semirretas definem dois aˆngulos, por isso precisamos,
especificar a qual aˆngulo nos referimos.
Para medir aˆngulos utilizamos o grau. Um grau (1◦) corresponde a` 1/360 da
circunfereˆncia, ou seja, se dividirmos a circunfereˆncia em 360 partes iguais, por meio de
semirretas com ve´rtice no centro da circunfereˆncia, o aˆngulo formado por cada parte sera´
de um grau. Com isso, se as semirretas coincidem, temos que, os dois aˆngulos formados
sa˜o o de 0◦ e o de 360◦.
Figura 2.6: Aˆngulos de 0◦ e de 360◦
Um aˆngulo e´ chamado de reto se sua medida for de 90◦. Duas semirretas que formam
entre si este aˆngulo sa˜o chamadas de perpendiculares. Semirretas com mesma origem,
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que estejam contidas na mesma reta, mas na˜o sejam coincidentes, formam um aˆngulo
denominado raso, ou seja, tem medida igual a 180◦.
Figura 2.7: Aˆngulo raso
Assim, de modo geral podemos classificar um aˆngulo como sendo:
• Agudo se sua medida esta´ entre 0◦ e 90◦.
• Reto se sua medida e´ de 90◦.
• Obtuso se sua medida esta´ entre 90◦ e 180◦.
• Raso se sua medida e´ de 180◦.
Podemos tambe´m medir um aˆngulo a partir do comprimento do arco que ele determina
em uma circunfereˆncia com centro no ve´rtice, essa medida e´ conhecida como radiano. Um
radiano (1 rad) corresponde a um arco cuja medida e´ a mesma do raio da circunfereˆncia.
Figura 2.8: O radiano
Dois aˆngulos sa˜o ditos complementares se sua soma e´ igual a 90◦. E sa˜o chamados de
suplementares caso sua soma seja igual a 180◦.
Considere agora duas retas concorrentes, ou seja, retas que possuem um u´nico
ponto em comum. Observe que essas retas formam quatro aˆngulos.
Dizemos que os aˆngulos α e β, γ e θ sa˜o opostos pelo ve´rtice. Pela definic¸a˜o podemos
dizer que os aˆngulos α e γ, γ e β sa˜o aˆngulos suplementares e, a partir da´ı, concluir que α
e β sa˜o congruentes, isto e´, possuem mesma medida. Assim, aˆngulos opostos pelo ve´rtice
sa˜o congruentes.
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Figura 2.9: Aˆngulos opostos pelo ve´rtice
2.5.2 Retas paralelas cortadas por uma transversal
Sejam r e s duas retas paralelas no plano. Retas paralelas sa˜o aquelas que na˜o possuem
pontos em comum. Considere t uma reta na˜o paralela a`s outras, ou seja, t e´ concorrente
com r e s. Conforme a figura abaixo, ela forma oito aˆngulos com as retas paralelas.
Esses aˆngulos formados sa˜o classificados de acordo com sua posic¸a˜o:
• Em relac¸a˜o a`s retas paralelas temos : os internos sa˜o os que aparecem entre as retas;
e os externos sa˜o os que aparecem na parte de “fora” das retas. Assim, os aˆngulos
c, d, e e f sa˜o internos, enquanto os aˆngulos a, b, g e h sa˜o externos.
• Em relac¸a˜o a` reta transversal temos : os colaterais que aparecem no mesmo lado da
reta; e os alternos que esta˜o em lados opostos. Desta forma, os aˆngulos b, d, f e h
sa˜o colaterais entre si e alternos com a, c, e e g.
Figura 2.10: Retas paralelas cortadas por uma transversal
O Quinto Postulado de Euclides estabelece que: “Dados, no plano, uma reta r e um
ponto A /∈ r, existe uma u´nica reta s, paralela a r e passando por A.” Segue da´ı que, nas
notac¸o˜es da figura 2.10, c = f e d+ f = 180◦.
Com as consequeˆncias acima do Quinto Postulado e da definic¸a˜o de aˆngulos opostos
pelo ve´rtice, conclu´ımos que aˆngulos alternos internos sa˜o congruentes, assim como aˆngulos
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alternos externos.
2.5.3 Pol´ıgonos e Aˆngulos
Pol´ıgono e´ a unia˜o de segmentos, de tal forma que e´ sempre poss´ıvel, partindo de um
ponto voltar ate´ ele sem passar duas vezes por nenhum outro.
Iremos agora relacionar aˆngulos e pol´ıgonos. O principal elemento dessa relac¸a˜o e´
o triaˆngulo. Por isso iremos agora trabalhar algumas propriedades dessa figura.
Os triaˆngulos podem ser classificados de acordo com a medida de seus lados:
• Equila´tero: se os treˆs lados possuem o mesmo comprimento;
• Iso´sceles: se possui dois lados com o mesmo comprimento;
• Escaleno: se os treˆs lados possuem medidas diferentes.
Ou de acordo com a medida dos aˆngulos internos:
• Acutaˆngulo: se os treˆs aˆngulos sa˜o agudos;
• Retaˆngulo: se um dos aˆngulos for reto, ou seja, medir 90◦;
• Obtusaˆngulo: se um dos aˆngulos for obtuso.
E´ poss´ıvel mostrar que:
• Triaˆngulos equila´teros possem aˆngulos internos congruentes,e reciprocamente.
• Triaˆngulos iso´sceles possuem dois aˆngulos internos congruentes, e reciprocamente.
• Triaˆngulos escalenos possuem os treˆs aˆngulos com medidas diferentes, e reciproca-
mente.
Vamos agora falar sobre a soma desses aˆngulos internos. Para determinar esse valor
utilizaremos os conceitos vistos anteriormente.
Seja ABC um triaˆngulo qualquer. Tracemos pelo ve´rtice C uma reta paralela a` reta que
conte´m os ve´rtices A e B. Pela notac¸a˜o da figura 2.11, temos que os aˆngulos a e d sa˜o
alternos internos assim como os aˆngulos b e e, e, logo, a = d e b = e. Dessa forma, a soma
dos aˆngulos c, d e e e´ igual a soma dos aˆngulos a, b e c. Portanto, a soma dos aˆngulos
internos do triaˆngulo ABC (a+ b+ c) e´ igual a 180◦, pois c, d e e formam um aˆngulo raso.
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Figura 2.11: Soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo
Outro resultado importante envolvendo os aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ co-
nhecido como Teorema do Aˆngulo Externo. Mas antes de enunciar esse teorema vamos
ver algumas definic¸o˜es:
• Aˆngulos adjacentes: possuem a mesma origem e compartilham um dos lados.
• Aˆngulo externo: e´ adjacente e suplementar a um dos aˆngulos internos de um triaˆn-
gulo.
Com essas definic¸o˜es, podemos enunciar o Teorema do Aˆngulo Externo: “Dado um triaˆn-
gulo qualquer, a medida de cada aˆngulo externo e´ igual a soma das medidas dos aˆngulos
internos na˜o adjacentes a ele”. Para demonstrar esse teorema basta observar que a soma
dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ igual a 180◦ e a definic¸a˜o de aˆngulo externo.
Figura 2.12: Aˆngulo externo
Considere agora um pol´ıgono convexo de n lados (pol´ıgono convexo e´ aquele que
todo aˆngulo interno e´ menor que 180◦). Chamaremos de diagonal do pol´ıgono todo seg-
mento de reta que liga dois ve´rtices na˜o consecutivos. A partir de cada ve´rtice desse
pol´ıgono podemos trac¸ar n − 3 diagonais, pois podemos ligar este ve´rtice a todos os
outros, exceto o anterior, o posterior e a ele pro´prio.
Utilizando diagonais partindo de um mesmo ve´rtice e os pro´prios lados do pol´ıgono
podemos formar n − 2 triaˆngulos. Podemos chegar a essa conclusa˜o, observando o que
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ocorre com os quadrila´teros, os penta´gonos, os hexa´gonos, e assim por diante.
Figura 2.13: Diagonais em quadrila´teros, penta´gonos e hexa´gonos
Dessa forma, podemos concluir que a soma dos aˆngulos internos de um pol´ıgono convexo de
n lados e´ igual a soma dos aˆngulos internos de n−2 triaˆngulos, ou seja, Sn = (n−2)×180◦.
E para finalizarmos essa aula, vamos definir o que e´ um pol´ıgono regular. Pol´ıgono regular
e´ aquele cujos lados teˆm mesma medida e cujos aˆngulos internos sa˜o congruentes. Temos
como exemplo de pol´ıgonos regulares, o triaˆngulo equila´tero e o quadrado.
2.6 Exerc´ıcios
Agora vamos aplicar os conceitos discutidos anteriormente em problemas ja´ propostos nas
provas da OBMEP.
1. (OBMEP 2009 – Nı´vel 2 – Questa˜o 8)
A figura mostra dois trechos de 300 km cada um percorridos por um avia˜o. O
primeiro trecho faz um aˆngulo de 18◦ com a direc¸a˜o norte e o segundo, um aˆngulo
de 44◦, tambe´m com a direc¸a˜o norte. Se o avia˜o tivesse percorrido o trecho assinalado
em pontilhado, qual seria o aˆngulo desse trecho com a direc¸a˜o norte?
(a) 12◦
(b) 13◦
(c) 14◦
(d) 15◦
(e) 16◦
2. (OBMEP 2009 – Nı´vel 2 – Questa˜o 15)
No triaˆngulo ABC temos AB = AC e os cinco segmentos marcados teˆm todos a
mesma medida. Qual e´ a medida do aˆngulo BAˆC?
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Figura 2.14: Questa˜o 1
(a) 10◦
(b) 15◦
(c) 20◦
(d) 25◦
(e) 30◦
Figura 2.15: Questa˜o 2
3. (OBMEP 2007 – Nı´vel 2 – Questa˜o 12)
A figura mostra um pol´ıgono regular de dez lados com centro O. Qual e´ a medida
do aˆngulo a?
(a) 15◦
(b) 18◦
(c) 20◦
(d) 30◦
(e) 36◦
4. (OBMEP 2008 – Nı´vel 2 – Questa˜o 17)
Na figura o aˆngulo ADˆC mede 48◦ e os triaˆngulos ACD, DBE e EAF sa˜o iso´sceles
de bases AD, DE e EF , respectivamente. Quanto mede o aˆngulo DEˆF?
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Figura 2.16: Questa˜o 3
(a) 36◦
(b) 40◦
(c) 42◦
(d) 48◦
(e) 58◦
Figura 2.17: Questa˜o 4
Cap´ıtulo 3
Procedimento Experimental
3.1 Ana´lises Preliminares
3.1.1 Sujeitos
Esta proposta de treino ol´ımpico foi realizada com vinte alunos do Ensino Me´dio, sendo 10
do 1o ano, 6 do 2o ano e 4 do 3o ano. Todos os alunos envolvidos sa˜o do turno matutino.
Os alunos que participaram da atividade apresentam um elevado interesse pela
Matema´tica e, por consequeˆncia, possuem bons resultados na disciplina.
3.1.2 Instituic¸a˜o
O treinamento ol´ımpico foi aplicado em uma escola da rede estadual do estado do Esp´ırito
Santo, localizada no munic´ıpio de Serra. Atualmente, a escola recebe alunos do Ensino
Me´dio e funciona nos treˆs turnos com aproximadamente 700 alunos por turno. Os profes-
sores envolvidos nessa proposta de treinamento ol´ımpico lecionam nessa escola no turno
matutino, e nesse turno temos 9 turmas de 1o ano, 6 turmas de 2o ano e 4 turmas de 3o
ano. Por esse motivo, a maioria dos alunos participantes e´ do 1o ano.
A escola oferece Ensino Me´dio Regular nos treˆs turnos, e no noturno funcionam
tambe´m turmas de EJA e turmas de cursos te´cnicos.
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3.2 Descric¸a˜o da aplicac¸a˜o das sequeˆncias dida´ticas
Para o in´ıcio do treino ol´ımpico aqui proposto, foi solicitada uma autorizac¸a˜o da direc¸a˜o
da instituic¸a˜o. Em seguida, fizemos a divulgac¸a˜o da atividade, e tivemos 20 alunos inte-
ressados em participar. Entregamos para cada aluno dois termos de consentimento livre
e esclarecido, um para que cada aluno assinasse e outro, para que o pai ou responsa´vel de
cada aluno assinasse. Nessa mesma ocasia˜o, foi entregue para cada aluno o questiona´rio
que se encontra no “Anexo A”.
As aulas foram marcadas no sexto hora´rio, todas iniciando a`s 12 horas e terminando
a`s 13 horas. No total tivemos 14 encontros, sendo que esses encontros foram agendados
nas terc¸as e quintas-feiras.
No primeiro encontro foi aplicada a avaliac¸a˜o diagno´stica com questo˜es objetivas,
e no segundo encontro foi aplicada a avaliac¸a˜o diagno´stica com questo˜es discursivas. Em
seguida, iniciamos a aplicac¸a˜o das quatro sequeˆncias dida´ticas. Todo o material proposto
foi impresso e entregue aos alunos, para que ao final do treino eles tivessem uma apostila
com os assuntos trabalhados.
Para a ana´lise dos resultados, no´s recolhemos as atividades desenvolvidas por eles
e so´ entregamos ao final do trabalho.
Cada sequeˆncia foi aplicada em treˆs encontros, de modo que no primeiro encontro
foi apresentada ao aluno a parte teo´rica, levando sempre em considerac¸a˜o o que o aluno
ja´ sabia sobre cada um dos assuntos. No segundo encontro, eles eram divididos em treˆs
grupos para que pudessem discutir os problemas propostos e resolveˆ-los. E no terceiro
encontro um representante de cada grupo foi ao quadro resolver cada um dos problemas.
3.3 Ana´lise dos resultados das sequeˆncias dida´ticas
As sequeˆncias dida´ticas aplicadas foram constru´ıdas com a utilizac¸a˜o de livros dida´ticos e,
principalmente, com a utilizac¸a˜o do material dispon´ıvel no site da OBMEP. Nesta sec¸a˜o
apresentaremos as ana´lises a priori e a posteriori dos problemas propostos nas sequeˆncias.
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3.3.1 Introduc¸a˜o ao Racioc´ınio Lo´gico
Apresentac¸a˜o dos problemas
1. (OBMEP – 1a Fase 2010 – Nı´vel 3 – Questa˜o 11)
Adriano, Bruno, Carlos e Daniel participam de uma brincadeira na qual cada um
e´ um tamandua´ ou uma preguic¸a. Tamandua´s sempre dizem a verdade e preguic¸as
sempre mentem.
• Adriano diz: “Bruno e´ uma preguic¸a”.
• Bruno diz: “Carlos e´ um tamandua´”.
• Carlos diz: “Daniel e Adriano sa˜o diferentes tipos de animais”.
• Daniel diz: “Adriano e´ uma preguic¸a”.
Quantos dos quatro amigos sa˜o tamandua´s?
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3
(e) 4
2. (OBMEP – 1a Fase 2013 – Nı´vel 3 – Questa˜o 13)
Durante a aula, dois celulares tocaram ao mesmo tempo. A professora logo per-
guntou aos alunos: “De quem sa˜o os celulares que tocaram?”, Guto disse: “O meu
na˜o tocou”, Carlos disse: O meu tocou” e Bernardo disse: “O de Guto na˜o tocou”.
Sabe-se que um dos meninos disse a verdade e os outros dois mentiram. Qual das
seguintes afirmativas e´ verdadeira?
(a) O celular de Carlos tocou e o de Guto na˜o tocou.
(b) Bernardo mentiu.
(c) Os celulares de Guto e Carlos na˜o tocaram.
(d) Carlos mentiu.
(e) Guto falou a verdade.
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3. (OBMEP – 1a Fase 2011 – Nı´vel 3 – Questa˜o 8)
Tia Geralda sabe que um de seus sobrinhos Ana, Bruno, Cec´ılia, Daniela ou Eduardo
comeu todos os biscoitos. Ela tambe´m sabe que o culpado sempre mente e que os
inocentes sempre dizem a verdade.
• Bruno diz: “O culpado e´ Eduardo ou Daniela.”
• Eduardo diz: “O culpado e´ uma menina.”
• Por fim, Daniela diz: “Se Bruno e´ culpado enta˜o Cec´ılia e´ inocente.”
Quem comeu os biscoitos?
(a) Ana
(b) Bruno
(c) Cec´ılia
(d) Daniela
(e) Eduardo
Ana´lise a priori
Para resolver as questo˜es os alunos deveriam utilizar as ideias apresentadas durante a ex-
plicac¸a˜o sobre o conteu´do: organizar as informac¸o˜es em tabelas valorando as informac¸o˜es
como verdadeiras ou falsas, tentando com isso encontrar contradic¸o˜es.
Foi observado que, na apresentac¸a˜o da sequeˆncia, na˜o foram apresentados exemplos
resolvidos, o que trouxe uma pequena dificuldade aos alunos. Sendo assim, fica como
sugesta˜o a inserc¸a˜o desse assunto com alguns exemplos resolvidos no quadro pelo professor.
Ana´lise a posteriori
Observando a resoluc¸a˜o do primeiro problema (Figura 3.1), percebi que os alunos fizeram
uma suposic¸a˜o e desenvolveram a questa˜o a partir disto. Os que comec¸aram com a su-
posic¸a˜o correta, ja´ encontraram a soluc¸a˜o, enquanto os que comec¸aram com a suposic¸a˜o
errada, chegaram a` contradic¸a˜o, e precisaram fazer uma nova suposic¸a˜o.
A maioria dos alunos resolveu o segundo problema mentalmente, conforme me relataram.
Utilizando a mesma ideia do problema anterior, deve-se supor que um dos alunos falavam
a verdade, e tentar chegar a` uma contradic¸a˜o ou enta˜o que aquilo era verdade. E assim,
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Figura 3.1: Racioc´ınio Lo´gico - Problema 1
responder a` questa˜o. Na Figura 3.2, observamos que um aluno aplica corretamente o
princ´ıpio da na˜o contradic¸a˜o para identificar a soluc¸a˜o do problema.
Figura 3.2: Racioc´ınio Lo´gico - Problema 2
Observamos na Figura 3.3 que o aluno utilizou uma estrutura semelhante a` de uma ta-
bela verdade ao resolver a terceira questa˜o, para, enta˜o, proceder como nos problemas
anteriores.
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Figura 3.3: Racioc´ınio Lo´gico - Problema 3
3.3.2 Conjunto dos Nu´meros Naturais e Inteiros
Apresentac¸a˜o dos problemas
1. (OBMEP 2013 - Nı´vel 2 - Questa˜o 5)
Qual e´ o algarismo das dezenas da soma
(a) 5
(b) 6
(c) 7
(d) 8
(e) 9
2. (OBMEP 2010 - Nı´vel 1 - Questa˜o 6)
Na adic¸a˜o ao lado, o s´ımbolo ♣ representa um mesmo algarismo. Qual e´ o valor de
♣×♣+♣?
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(a) 6
(b) 12
(c) 20
(d) 30
(e) 42
3. (OBMEP 2012 - Nı´vel 3 - Questa˜o 13)
Para fazer va´rias blusas iguais, uma costureira gastou R$ 2,99 para comprar boto˜es
de 4 centavos e lac¸os de 7 centavos. Ela usou todos os boto˜es e lac¸os que comprou.
Quantas blusas ela fez?
(a) 2
(b) 5
(c) 10
(d) 13
(e) 23
4. (OBMEP 2013 - Nı´vel 2 - Questa˜o 8)
Lucas pensou em um nu´mero, dividiu-o por 285 e obteve resto 77. Se ele dividir o
nu´mero em que pensou por 57. Qual e´ o resto que ele vai encontrar?
(a) 0
(b) 20
(c) 40
(d) 54
(e) 56
Ana´lise a priori
Para a resoluc¸a˜o dos problemas dessa sequeˆncia os alunos utilizam os conhecimentos sobre
Aritme´tica discutidos durante a aula. Os dois primeiros problemas abordam a adic¸a˜o. O
terceiro problema envolve conhecimentos de mu´ltiplos e fatorac¸a˜o. O u´ltimo problema
trabalha o algoritmo da divisa˜o de Euclides.
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A princ´ıpio os alunos na˜o devem encontrar dificuldades nos treˆs primeiros problemas, uma
vez que sa˜o assuntos vistos desde o Ensino Fundamental. No u´ltimo problema, espero que
os alunos encontrem certa dificuldade, pois os professores na˜o teˆm o costume de abordar
o assunto da divisa˜o utilizando o Algoritmo de Euclides.
Ana´lise a posteriori
Logo no primeiro problema foi encontrada, por alguns alunos, uma pequena dificuldade,
pois para sua resoluc¸a˜o era necessa´rio o conhecimento do sistema de posic¸a˜o decimal, as-
sunto que na˜o foi abordado durante as aulas. Apo´s uma breve explicac¸a˜o sobre o assunto,
a dificuldade foi superada e os alunos resolveram corretamente o problema (Figura 3.4).
Figura 3.4: Aritme´tica - Problema 1
A resoluc¸a˜o do segundo problema e´ bem intuitiva, ainda mais, depois de ter sido explicado
sobre o sistema de posic¸a˜o decimal. Dessa forma, os alunos na˜o encontraram dificuldades
em sua resoluc¸a˜o (Figura 3.5).
Nos dois u´ltimos problemas os alunos encontraram certa dificuldade, como era esperado,
pois envolve contextualizac¸a˜o e este tipo de problema eventualmente gera dificuldades
para eles. No terceiro problema, mesmo tendo sido dada a dica de fatorar o nu´mero 299,
alguns alunos ainda assim, na˜o conseguiram resolver a questa˜o. Mas, o restante entendeu
o problema e o resolveu corretamente (Figura 3.6).
Como era esperado no quarto problema, os alunos, a princ´ıpio, na˜o utilizaram o Algo-
ritmo da Divisa˜o de Euclides (Figura 3.7). Eles tentaram resolver o problema utilizando o
me´todo da chave que, para a grande maioria, era o u´nico conhecido para efetuar diviso˜es.
Apo´s um tempo, lembrei-os da aula e de termos conversado sobre o Algoritmo de Euclides,
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Figura 3.5: Aritme´tica - Problema 2
Figura 3.6: Aritme´tica - Problema 3
Ainda assim, alguns utilizaram me´todos alternativos para resolver a questa˜o (Figura 3.8).
Figura 3.7: Aritme´tica - Problema 4
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Figura 3.8: Aritme´tica - Problema 4
Esta sequeˆncia foi muito u´til, pois pude observar que mesmo sendo um assunto bastante
estudado, os alunos ainda assim encontraram dificuldades em resolver os problemas. Essa
observac¸a˜o reforc¸a a nossa motivac¸a˜o para execuc¸a˜o deste projeto, uma vez que os alunos
da rede pu´blica chegam ao Ensino Me´dio com poucos conhecimentos ba´sicos de Matema´-
tica.
3.3.3 Problemas de Contagem
Apresentac¸a˜o dos problemas
1. (OBMEP 2012 – Nı´vel 1 – Questa˜o 13)
De quantas maneiras e´ poss´ıvel colorir cada um dos c´ırculos da figura com uma das
cores amarelo, azul e vermelho, de modo que dois c´ırculos ligados por um segmento
tenham sempre cores diferentes?
(a) 2
(b) 3
(c) 4
(d) 6
(e) 9
2. (OBMEP 2013 – Nı´vel 1 – Questa˜o 13)
Carlinhos escreveu OBMEP2013 em carto˜es, que ele colocou enfileirados no quadro
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Figura 3.9: Questa˜o 01
de avisos de sua escola. Ele quer pintar de verde ou amarelo os carto˜es com letras
e de azul ou amarelo os carto˜es com algarismos, de modo que cada carta˜o seja
pintado com uma u´nica cor e que carto˜es vizinhos na˜o tenham cores iguais. De
quantas maneiras diferentes ele pode fazer a pintura?
(a) 2
(b) 3
(c) 6
(d) 7
(e) 12
3. (OBMEP 2013 – Nı´vel 2 – Questa˜o 16)
Helo´ısa tem um cubo com faces pintadas de cores diferentes. De quantas maneiras
ela pode escrever os nu´meros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, um em cada face, de modo que a soma
dos nu´meros em faces opostas seja sempre 7?
(a) 6
(b) 24
(c) 48
(d) 120
(e) 720
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Ana´lise a priori
A proposta dos problemas apresentados nesta sequeˆncia e´ de que o aluno aplique a teoria
desenvolvida. Ale´m disso, que ele elabore sua pro´pria estrate´gia de soluc¸a˜o para cada
situac¸a˜o apresentada.
Os alunos do 1o e 2o anos podem apresentar alguma dificuldade na resoluc¸a˜o dos
problemas, uma vez que ainda na˜o tiveram contato com o assunto e na˜o possuem experi-
eˆncia suficiente para criar os me´todos de resoluc¸a˜o necessa´rios.
A professora Drielly apresenta em seu trabalho uma sequeˆncia sobre Probabilidade,
que da´ continuidade a esta sequeˆncia.
Ana´lise a posteriori
Como era esperado, os alunos do 1o e 2o anos tiveram uma certa dificuldade em compre-
ender certas ideias, pois ainda na˜o tiveram contato com o assunto abordado.
Ale´m disso, alguns alunos conseguiram visualizar com certa facilidade as soluc¸o˜es, en-
quanto alguns encontraram certa dificuldade, uma vez que o desenvolvimento na˜o depende
de conhecimentos avanc¸ados de Matema´tica e sim, de uma correta leitura da questa˜o.
Observando as soluc¸o˜es do primeiro problema, visualizamos essas diferenc¸as. Enquanto
um aluno, resolveu de forma clara e sucinta (Figura 3.10), o outro na˜o identificou corre-
tamente a proposta do problema (Figura 3.11).
Figura 3.10: Problemas de Contagem - Problema 1
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Figura 3.11: Problemas de Contagem - Problema 1
Na resoluc¸a˜o do segundo problema, eles compreenderam mais facilmente o que era pro-
posto. Por isso, na˜o encontraram tanta dificuldade na resoluc¸a˜o, mesmo aqueles que na˜o
entenderam corretamente o primeiro problema.
Observamos que um aluno (Figura 3.12) listou todas as possibilidades de todos os carto˜es
juntos, enquanto o outro aluno (Figura 3.13) listou as possibilidades de um grupo e as
possibilidades do outro grupo e observou quais satisfaziam as condic¸o˜es impostas pelo
problema.
Figura 3.12: Problemas de Contagem - Problema 2
O terceiro problema na˜o apresentou grande dificuldade para os alunos, pois, com os pro-
blemas anteriores, eles melhoraram sua percepc¸a˜o quanto a` resoluc¸a˜o das questo˜es.
Quanto a`s resoluc¸o˜es do problema, observamos um aluno (Figura 3.14) que conseguiu
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Figura 3.13: Problemas de Contagem - Problema 2
resolver a questa˜o de forma mais direta, enquanto outro aluno (Figura 3.15) precisou de-
talhar um caso e, a partir dele, encontrar a resposta correta.
Figura 3.14: Problemas de Contagem - Problema 3
Foi poss´ıvel observar, nessa sequeˆncia, o que ja´ se esperava antes de sua execuc¸a˜o: um
grupo de alunos identifica rapidamente o desenvolvimento da soluc¸a˜o, mesmo na˜o tendo
contato anterior com o assunto; um outro grupo identifica a soluc¸a˜o mas, de uma forma
mais extensa, necessitando detalhar algum caso para conseguir terminar a resoluc¸a˜o; e
um u´ltimo grupo que, mesmo com a sequeˆncia de resoluc¸o˜es, ainda encontra dificuldade
em visualizar o que e´ proposto.
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Figura 3.15: Problemas de Contagem - Problema 3
3.3.4 Aˆngulos
Apresentac¸a˜o dos problemas
1. (OBMEP 2009 – Nı´vel 2 – Questa˜o 8)
A figura mostra dois trechos de 300 km cada um percorridos por um avia˜o. O
primeiro trecho faz um aˆngulo de 18◦ com a direc¸a˜o norte e o segundo, um aˆngulo
de 44◦, tambe´m com a direc¸a˜o norte. Se o avia˜o tivesse percorrido o trecho assinalado
em pontilhado, qual seria o aˆngulo desse trecho com a direc¸a˜o norte?
(a) 12◦
(b) 13◦
(c) 14◦
(d) 15◦
(e) 16◦
2. (OBMEP 2009 – Nı´vel 2 – Questa˜o 15)
No triaˆngulo ABC temos AB = AC e os cinco segmentos marcados teˆm todos a
mesma medida. Qual e´ a medida do aˆngulo BAˆC?
(a) 10◦
(b) 15◦
(c) 20◦
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Figura 3.16: Aˆngulos - Problema 1
(d) 25◦
(e) 30◦
Figura 3.17: Aˆngulos - Problema 2
3. (OBMEP 2007 – Nı´vel 2 – Questa˜o 12)
A figura mostra um pol´ıgono regular de dez lados com centro O. Qual e´ a medida
do aˆngulo a?
(a) 15◦
(b) 18◦
(c) 20◦
(d) 30◦
(e) 36◦
4. (OBMEP 2008 – Nı´vel 2 – Questa˜o 17)
Na figura o aˆngulo ADˆC mede 48◦ e os triaˆngulos ACD, DBE e EAF sa˜o iso´sceles
de bases AD, DE e EF , respectivamente. Quanto mede o aˆngulo DEˆF?
(a) 36◦
(b) 40◦
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Figura 3.18: Aˆngulos - Problema 3
(c) 42◦
(d) 48◦
(e) 58◦
Figura 3.19: Aˆngulos - Problema 4
Ana´lise a priori
Os problemas propostos nessa sequeˆncia abordam algumas propriedades de aˆngulos e sua
relac¸a˜o com os pol´ıgonos.
Para a resoluc¸a˜o do primeiro problema, o aluno necessita de conhecimentos sobre va´rios
assuntos relacionados a` aˆngulos: aˆngulos em uma transversal cortada por duas paralelas,
soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo, relac¸a˜o dos aˆngulos em um triaˆngulo iso´sceles.
No segundo problema, o aluno necessita somente dos conhecimentos sobre soma dos aˆn-
gulos internos de um triaˆngulo e da relac¸a˜o dos aˆngulos em um triaˆngulo iso´sceles. Ale´m
disso, e´ necessa´rio conhecimentos alge´bricos para manipulac¸a˜o das expresso˜es que surgem
durante a resoluc¸a˜o.
Para o terceiro problema e´ preciso que o aluno saiba sobre o aˆngulo central em um pol´ı-
gono regular.
E para finalizar a sequeˆncia o quarto problema reforc¸a as relac¸o˜es sobre aˆngulos e triaˆn-
gulos.
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Ana´lise a posteriori
Apesar do primeiro problema (Figura 3.20) envolver uma quantidade maior de conceitos,
os alunos na˜o encontraram dificuldades para sua resoluc¸a˜o, aplicando corretamente o que
foi explicado durante a aula.
O segundo problema acabou se tornando um pouco mais complexo, uma vez que seu
Figura 3.20: Aˆngulos - Problema 1
desenvolvimento e´ literal. Assim, a maioria dos alunos na˜o conseguiu resolver.
Figura 3.21: Aˆngulos - Problema 2
Observamos na tentativa de resoluc¸a˜o (Figura 3.21) que o aluno utilizou corretamente os
conceitos de aˆngulo e na˜o concluiu a resoluc¸a˜o, pois esbarrou na soluc¸a˜o do sistema linear
que encontrou.
Na resoluc¸a˜o do terceiro problema (Figura 3.22), alguns alunos visualizaram a soluc¸a˜o
rapidamente. Enquanto outros na˜o identificaram, no desenho, os elementos necessa´rios
61
Figura 3.22: Aˆngulos - Problema 3
para a soluc¸a˜o. Assim, foi preciso que eu desse algumas dicas. Apo´s isto, os alunos con-
seguiram resolver o problema.
Figura 3.23: Aˆngulos - Problema 4
No u´ltimo problema (Figura 3.23), eles na˜o encontraram muitas dificuldades, pois, os
conceitos necessa´rios ja´ haviam sido utilizados nos problemas anteriores.
3.4 Conclusa˜o
Com o decorrer dos encontros, percebemos o envolvimento dos alunos com a Matema´tica
e o interesse que foi despertado pela participac¸a˜o na OBMEP. Os conteu´dos que foram
pensados para os encontros foram recebidos com satisfac¸a˜o e cada aluno compartilhou o
que ja´ sabia sobre o assunto. Todas as sequeˆncias foram desenvolvidas de maneira pro-
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gressiva e gradual, de tal forma que foi poss´ıvel perceber a existeˆncia do aprendizado.
O questiona´rio respondido pelos alunos teve um papel importante no desenvolvimento
da pesquisa, pois nos possibilitou compreender o individual de cada aluno e sua opinia˜o
sobre a OBMEP. Ale´m disso, proporcionou momentos de crescimento para os alunos com
a apresentac¸a˜o das ferramentas dispon´ıveis no site da Olimp´ıada.
O desenvolvimento das atividades em grupo desenvolveu o trabalho em equipe e melho-
rou a participac¸a˜o desses alunos em sala de aula. Os alunos participantes da pesquisa
comec¸aram a se destacar durante a aula regular, pois o medo de questionar ja´ na˜o existia
mais.
Este trabalho traz apenas parte de uma proposta de treino ol´ımpico. Assim, deixo como
sugesta˜o a elaborac¸a˜o de mais sequeˆncias e a junc¸a˜o desse material de modo que o aluno
possa dispor de uma apostila como produto final dos encontros.
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A.1 Anexo A
Universidade Federal do Esp´ırito Santo
Centro de Cieˆncias Exatas
Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede Nacional - PROFMAT
PROJETO DE PESQUISA: INTRODUC¸A˜O AO TREINAMENTO
OLI´MPICO: UMA PROPOSTA PARA OS ALUNOS DA REDE PU´BLICA
ESTADUAL
1. Voceˆ participa da Olimp´ıada Brasileira de Matema´tica das Escolas Pu´blicas (OMBEP)?
( ) Sim.
( ) Na˜o.
Se sim, assinale os anos em que voceˆ participou.
( ) 2013 ( ) 2012 ( ) 2011 ( ) 2010 ( ) 2009
2. Voceˆ sabe quais sa˜o as premiac¸o˜es que a OBMEP oferece?
( ) Sim.
( ) Na˜o.
3. Como voceˆ classifica a prova da OBMEP?
( ) Fa´cil.
( ) Me´dio.
( ) Dif´ıcil.
( ) Muito Dif´ıcil.
4. Quando recebe a prova da OBMEP voceˆ tem a sensac¸a˜o de que:
( ) Sabe fazer muitas questo˜es.
( ) Sabe fazer a metade das questo˜es.
( ) Na˜o sabe fazer muitas questo˜es.
( ) Na˜o sabe fazer nada.
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5. Voceˆ se prepara para participar da OBMEP?
( ) Sim.
( ) Na˜o.
6.O seu professor de matema´tica te oferece alguma preparac¸a˜o para a Prova da OBMEP?
( ) Sim.
( ) Na˜o.
7. Voceˆ ja´ acessou o site da OBMEP?
( ) Sim.
( ) Na˜o.
Se sim, assinale o que voceˆ utilizou do site.
( ) Utilizei o banco de questo˜es.
( ) Utilizei as provas e soluc¸o˜es.
( ) Utilizei as apostilas do PIC.
( ) Utilizei os v´ıdeos.
8. A participac¸a˜o na OBMEP te estimula a estudar mais conceitos da Matema´tica? Por
queˆ?
( ) Sim.
( ) Na˜o
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A.2 Anexo B
Universidade Federal do Esp´ırito Santo
Centro de Cieˆncias Exatas
Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede Nacional - PROFMAT
Nome:
Avaliac¸a˜o Diagno´stica
1. (OBMEP 2010) Carolina tem treˆs carto˜es brancos numerados de 1 a 3 e treˆs carto˜es
pretos, tambe´m numerados de 1 a 3. Ela escolheu, ao acaso, um carta˜o branco e
um preto. Qual e´ a probabilidade de a soma dos nu´meros dos carto˜es escolhidos ser
par?
(a) 3/5
(b) 5/9
(c) 1/2
(d) 2/3
(e) 3/4
2. (OBMEP 2010) Cada quadradinho na figura deve ser preenchido com um sinal de
adic¸a˜o (+) ou de multiplicac¸a˜o (×). Qual e´ o maior valor poss´ıvel da expressa˜o
obtida depois de preenchidos todos os quadradinhos?
2 3 0 8 9 1
(a) 77
(b) 78
(c) 79
(d) 80
(e) 81
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3. (OBMEP 2009) Para achar o nu´mero de seu sapato, Maur´ıcio mediu o comprimento
de seu pe´ em cent´ımetros, multiplicou a medida por 5, somou 28, dividiu tudo por
4 e arredondou o resultado para cima, obtendo o nu´mero 40. Qual das alternativas
mostra um poss´ıvel comprimento do pe´ do Maur´ıcio?
(a) 24 cm
(b) 25 cm
(c) 26 cm
(d) 27 cm
(e) 28 cm
4. (OBMEP 2010) Na figura ao lado os pontos destacados sobre a reta esta˜o igualmente
espac¸ados. Os arcos que ligam esses pontos sa˜o semicircunfereˆncias e a regia˜o preta
tem a´rea igual a 1. Qual e´ a a´rea da regia˜o cinza?
(a) 15
(b) 18
(c) 25
(d) 30
(e) 36
5. (OBMEP 2010) A estrada que passa pelas cidades de Quixajuba e Paraqui tem 350
quiloˆmetros. No quiloˆmetro 70 dessa estrada ha´ uma placa indicando Quixajuba
a 92 km. No quiloˆmetro 290 ha´ uma placa indicando Paraqui a 87 km. Qual e´ a
distaˆncia entre Quixajuba e Paraqui?
(a) 5 km
(b) 41 km
(c) 128 km
(d) 179 km
(e) 215 km
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6. (OBMEP 2010) Adriano, Bruno, Carlos e Daniel participam de uma brincadeira
na qual cada um e´ um tamandua´ ou uma preguic¸a. Tamandua´s sempre dizem a
verdade e preguic¸as sempre mentem.
• Adriano diz: “Bruno e´ uma preguic¸a”.
• Bruno diz: “Carlos e´ um tamandua´”.
• Carlos diz: ”Daniel e Adriano sa˜o diferentes tipos de animais”.
• Daniel diz: “Adriano e´ uma preguic¸a”.
Quantos dos quatro amigos sa˜o tamandua´s?
(a) 0
(b) 1
(c) 2
(d) 3
(e) 4
7. (OBMEP 2009) A figura mostra dois trechos de 300 km cada um percorrido por um
avia˜o. O primeiro trecho faz um aˆngulo de 18◦ com a direc¸a˜o norte e o segundo, um
aˆngulo de 44◦, tambe´m com a direc¸a˜o norte. Se o avia˜o tivesse percorrido o trecho
assinalado em pontilhado, qual seria o aˆngulo desse trecho com a direc¸a˜o norte?
(a) 12◦
(b) 13◦
(c) 14◦
(d) 15◦
(e) 16◦
71
Universidade Federal do Esp´ırito Santo
Centro de Cieˆncias Exatas
Mestrado Profissional em Matema´tica em Rede Nacional - PROFMAT
Nome:
Avaliac¸a˜o Diagno´stica
1. (OBMEP 2011) Em cada casa de um quadriculado 4x4 deve ser colocado um dos
nu´meros 1, 3, 7 e 8, de modo que em cada linha, coluna ou diagonal aparec¸am os
quatro nu´meros.
(a) Qual e´ a soma dos nu´meros nos quatro quadradinhos centrais quando o qua-
driculado e´ preenchido de acordo com o enunciado?
(b) Suponha que 1, 3, 7 e 8 sejam colocados na diagonal, como na figura. De quan-
tas maneiras e´ poss´ıvel completar o quadriculado de acordo com o enunciado?
(c) Qual e´ o maior valor poss´ıvel para a soma dos nu´meros que aparecem nas casas
cinzentas quando o quadriculado e´ preenchido de acordo com o enunciado?
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2. (OBMEP 2011) Em uma caixa ha´ 10 bolas ideˆnticas, numeradas de 1 a 10. O
nu´mero de cada bola corresponde a um dos pontos da figura, os quais dividem a
circunfereˆncia em 10 partes iguais. Nos itens a seguir, considere que as bolas sa˜o
retiradas ao acaso, uma a uma e sem reposic¸a˜o.
(a) Se forem retiradas duas bolas, qual e´ a probabilidade de que o segmento deter-
minado pelos pontos correspondentes seja um diaˆmetro da circunfereˆncia?
(b) Se forem retiradas treˆs bolas, qual e´ a probabilidade de que os pontos corres-
pondentes sejam ve´rtices de um triaˆngulo retaˆngulo?
(c) Se forem retiradas quatro bolas, qual e´ a probabilidade de que os pontos cor-
respondentes sejam ve´rtices de um retaˆngulo?
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3. (OBMEP 2007) A figura mostra a planta do quarto do Pinha˜o. Todos os aˆngulos
entre paredes sa˜o retos e a porta tem 90 cm de largura. Nessa questa˜o, na˜o consi-
deramos a espessura das paredes.
(a) Uma laˆmpada foi colocada no teto, na posic¸a˜o indicada na figura. Desenhe na
planta a parte do cha˜o que na˜o sera´ iluminada diretamente por essa laˆmpada
e calcule a a´rea dessa parte.
(b) A cama do Pinha˜o mede 2,00 m por 1,60 m e foi colocada na posic¸a˜o indicada
na figura ao lado. Nessa situac¸a˜o, e´ poss´ıvel abrir a porta sem que ela toque
na cama? Por queˆ?
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4. (OBMEP 2007) O Greˆmio Estudantil de Taperoa´ vai dar uma festa, vendendo in-
gressos a R$ 6,00. Para estimular a compra antecipada de ingressos, os diretores do
Greˆmio decidiram que:
• os ingressos sera˜o numerados a partir do nu´mero 1 e vendidos obedecendo a`
ordem crescente de sua numerac¸a˜o;
• ao final da festa, cada participante recebera´ R$ 0,01 para cada ingresso vendido
que tenha um nu´mero maior que o nu´mero do seu ingresso.
(a) Se forem vendidos 100 ingressos, quanto vai receber, ao final da festa, a pessoa
que comprou o ingresso com o nu´mero 1? E a que comprou o ingresso com o
nu´mero 70?
(b) Qual sera´ o lucro do Greˆmio se forem vendidos 100 ingressos?
(c) Quantos ingressos o Greˆmio deve vender para ter o maior lucro poss´ıvel?
